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Уже более 150 лет исследовательские коллективы разных стран ведут эксперимен­
тальные исследования и на их основе поиск оптимального способа описания влияния факто­
ров на продуктивность растений — так называемых функций продуктивности (ФП). Ин­
терес к ФП многогранен — они востребованы экономистами, агрономами, агрохимиками 
и экологами как основа для решения их профессиональных задач на основе моделирования. 
В статье рассмотрены развитие моделей функции продуктивности в агрохимии и подходы 
к их калибровке. Рассмотрено явление квазилинейности (R2 > 0.998) функций Митчерлиха 
и Богуславского в диапазоне от 30 до 90% максимальной продуктивности при логарифмиро­
вании аргумента и возможности его практического применения. Рассмотрены ограничения 
для использования рекомендаций в связи со свойствами шкал изучаемых факторов. Предла­
гаемый подход применим только к величинам, принадлежащим к абсолютным шкалам (шка­
лам отношений). Проведен анализ возможности и целесообразности оценки критических 
уровней подвижных фосфатов, выше которого применение удобрений нецелесообразно, на 
примере анализа недавно опубликованных экспериментальных данных Ротамстеда.
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На продуктивность растений одновременно влияет большое количество факто­
ров (свет, температура, обеспеченность водой, элементами питания и т.д.), что чрез­
вычайно усложняет процесс познания в этой области. Уже более 150 лет исследова­
тельские коллективы разных стран ведут экспериментальные исследования и на их 
основе поиск оптимального способа описания влияния факторов на продуктивность 
растений — так называемых функций продуктивности (ФП). Интерес к ФП много­
гранен — они востребованы экономистами, агрономами, агрохимиками и экологами 
как основа для решения их профессиональных задач на основе моделирования [1-65]. 
Подходы к нахождению ФП меняются по мере накопления знаний, появления но­
вых идей, технических средств и потребностей. Приоритетной работой по ФП в об­
ласти агрохимии считается работа Либиха (Liebig, J. Von, 1855 [3,41]), хотя математи­
ческий вид линейной функции с последующим плато, так называемая модель Либиха 
(ФПЛ) в линейном и частично сглаженном виде приобрела в более поздних рабо­
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тах [10, 12, 16, 22, 24 и др.]. Начиная с 1909 г. в работах Митчерлиха (Mitscherlich) 
[2, 48-50] и, независимо, начиная с 1923 в работах Спиллмана (Spillman) [56], была 
предложена модель (ФПМС) на основе обратной экспоненты, которая тоже имеет 
плато как ФПЛ, но имеет затухающий отклик без точки излома. В дальнейшее раз­
витие теоретических представлений о ФП внесли вклад в 1918 Бауле (Baule, много­
факторная модель Митчерлиха-Бауле [13]), с 1944 Брей (Bray, концепция влияния 
подвижности элементов питания на ФП [18-21]), с 1962 Богуславский (Von Bogus- 
lawski Е. & В. Schneider, уточнение модели Митчерлиха [63-65]) и многие другие ис­
следователи [10, 12, 16, 17, 22-31, 33-34 и др.]. Следует признать техническую слож­
ность калибровки ФП МС, особенно для 2 и более переменных. Поэтому с середины 
XX в. интенсивно развиваются методы и подходы к моделированию ФП на основе 
эмпирических регрессионных моделей [33]. Однако, как показывает анализ публи­
каций, в последние десятилетия усилился интерес к классическим ФПЛ и ФПМС, 
а также модификациям на их основе. Следует отметить, что Либшер (Liebscher) еще 
в 1895 предложил теорию, которая может теперь рассматриваться как ранний синтез 
понятий (моделей) Либиха и Митчерлиха. В 1971 Гринвуд (Greenwood et al. [30]) на 
основе известной в химической кинетике функции Михаэлиса-Ментена (Michaelis, 
L. & M.L. Menten, 1913) представили новую формализацию идей Либшера, полу­
чившую развитие в последующих работах [51]. В ранних работах [2, 18, 19 и др.], 
ввиду сложности получения необходимых массивов данных и их обработки, ФП 
в основном касались действия одного фактора (азота, фосфатов, калия). Однако, учи­
тывая комплексный характер воздействия факторов на урожай, все больший интерес 
вызывают ФП с включением двух и более факторов, например, таких относительно 
динамичных факторов, как сочетание воды и азотных удобрений [28, 29, 31 и др.]. 
В данной работе основное внимание сфокусировано на факторе фосфора. Соеди­
нения фосфора часто являются одним из лимитирующих факторов продуктивности 
растений [1-3, 21]. Их малая подвижность в почве определяет длительное после­
действие внесенных фосфорных удобрений, что позволяет их вносить в «запас» 
[6, 20, 39]. Повышение содержания фосфатов в почве при использовании фосфорных 
удобрений увеличивает эффективность использования других удобрений, прежде 
всего азотных [1-3, 6, 7]. Однако на склоновых землях это также увеличивает риск 
их смыва в водоемы, приводя к эвтрофикации [32, 35, 39, 40, 44-46]. Второй важный 
аспект использования фосфорных удобрений — их более высокая стоимость по срав­
нению с другими видами удобрений. Таким образом, как экономический, так и эколо­
гические факторы способствуют экономному расходованию фосфорных удобрений 
и ограничению по дозам их внесения, если в почве достигнут так называемый крити­
ческий уровень (КУ), когда дополнительное внесение фосфорных удобрений досто­
верно не приводит к повышению продуктивности, экономически нецелесообразно 
или экологически недопустимо [44]. Недавно опубликованы работы исследователей 
из Ротамстеда с данными многолетних исследований по влиянию остаточных по­
чвенных фосфатов (по Олсену) на продуктивность ярового ячменя, озимой пшеницы 
на трех контрастных почвах с оценкой КУ на основе модели ФПМС [36-38]. Однако 
вызвала удивление значительная неопределенность (до 5-8 раз в величинах КУ фос­
фатов по годам), что вызвало потребность в дополнительном исследовании возмож­
ных причин таких колебаний в данной работе.

Один из первых приближенных методов определения КУ по агрономическо­
му критерию был предложен Кейтом и Нелсоном (Cate, and Nelson [23]). Наличие 
моделей ФП формально упрощает определение КУ, но точность оценки КУ остает­
ся невысокой и в значительной мере зависит от выбранных критериев, качества ис­

6



ходных данных и вида ФП. Сравнение нескольких видов наиболее важных ФП для 
оценки КУ и разработка некоторых практических рекомендаций является основной 
целью данной работы. В работах [4-9] мы с различных позиций рассматривали ФП, 
в том числе в [4] представлены основные ФП и их развитие. Дополнительный обзор 
и библиографию по данному вопросу можно также найти в классических и недавно 
опубликованных работах [31, 51].

Методы и объект исследования
В качестве основного метода исследования мы, как и в предыдущих работах 

[4-9], использовали моделирование ФП на основе ранее опубликованных данных по­
левых опытов по действию агрохимических факторов на продуктивность полевых 
культур с использованием Microsoft Excel.

В исследовании использованы недавно опубликованные работы исследовате­
лей из Ротамстеда с данными многолетних исследований по влиянию остаточных 
почвенных фосфатов (по Олсену) на продуктивность ярового ячменя [36-38].

Результаты и их обсуждение
В современных работах большинство исследователей отдают предпочтение 

теоретически обоснованным моделям ФП, прежде всего ФПЛ, ФПМС и их модифи­
каций. Однако ввиду сложности прямой калибровки таких ФП даже в однофактор­
ном случае для практических целей нами был предложен новый способ калибров­
ки на основе логарифмической трансформации данных [4]. Для иллюстрации этого 
подхода в табл. 1 приведены результаты модельного расчета для различных значе­
ний переменной X значений трансформированной переменной (Log(X)) и функций 
ФПМС (Y/Y0 = l-exp(-aX) при а = 1) и ФПМСБ (Y/Y, = exp(-(logX - 0.68)2/2/σ2)) 
при σ2 = 1).

Т а б л и ц а  1

Результаты модельного расчета lg(Х), ФПМС и ФПМСБ

X lg(Х) ФПМС ФПМСБ X lg(Х) ФПМС ФПМСБ

0,10 -1,00 0,10 0,06 2,00 0,30 0,86 0,87

0,20 -0,70 0,18 0,15 2,10 0,32 0,88 0,88

0,30 -0,52 0,26 0,24 2,20 0,34 0,89 0,89

0,40 -0,40 0,33 0,31 2,30 0,36 0,90 0,90

0,50 -0,30 0,39 0,38 2,40 0,38 0,91 0,91

0,60 -0,22 0,45 0,44 2,50 0,40 0,92 0,92

0,70 -0,15 0,50 0,50 2,60 0,41 0,93 0,93

0,80 -0,10 0,55 0,55 2,70 0,43 0,93 0,94

0,90 -0,05 0,59 0,59 2,80 0,45 0,94 0,95

1,00 0 0,63 0,63 2,90 0,46 0,94 0,95

1,10 0,04 0,67 0,67 3,00 0,48 0,95 0,96

7



Окончание табл. 1

X lg(Х) ФПМС ФПМСБ X lg(Х) ФПМС ФПМСБ

1,20 0,08 0,70 0,70 3,10 0,49 0,95 0,97

1,30 0,11 0,73 0,73 3,20 0,51 0,96 0,97

1,40 0,15 0,75 0,75 3,30 0,52 0,96 0,97

1,50 0,18 0,78 0,78 3,40 0,53 0,97 0,98

1,60 0,20 0,80 0,80 3,50 0,54 0,97 0,98

1,70 0,23 0,82 0,82 3,60 0,56 0,97 0,98

1,80 0,26 0,83 0,83 3,70 0,57 0,98 0,99

1,90 0,28 0,85 0,85 3,80 0,58 0,98 0,99

Примечание. Параметры ФПМС и ФПМСБ были подобраны таким образом, чтобы значения функций 
были максимально близки.

В традиционном формате (рис. 1) графики ФПМС и ФПМСБ практически 
сливаются, причем обе эти функции нелинейны, что и вызывает проблему их пря-

0,50 1,00 1,50 2,00 2,50 3,00 3,50 4,00

Рис. 1. Графики ФПМС и ФПМСБ в зависимости от значений переменной X



мой калибровки. При логарифмически преобразованном аргументе (рис. 2) участки 
значений функций ФПМС и ФПМСБ в интервале Y/Y0 от 0,3 до 0,9 имеют практи­
чески совпадающие по параметрам моделей квазилинейные участки. Отметим, что 
диапазон значений Y/Y0 от 0,3 до 1,0 является наиболее агрономически значимым, 
т.е. большинство экспериментальных данных не выходит за эти границы. При этом 
интервал от 0,3 до 0,9 адекватно описывается линейной функцией от логарифмиче­
ски преобразованного аргумента, которая легко калибруется, и через ее параметры 
можно восстановить исходную модель для адекватного прогноза при выходе из зоны 
линейной аппроксимации [4].

Рис. 2. Графики ФПМС и ФПМСБ в зависимости от значений 1д(Х)

В таблице 2 и на рисунках 3-4 приведено сравнение экспериментальных дан­
ных, полученных в полевых опытах Ротамстеда [36-38], с результатами моделирова­
ния ФП

Адекватность модельных ФП может быть оценена по общепринятым стати­
стическим критериям S (стандартное отклонение) и R2 (коэффициент детермина­
ции) [29]. По этим критериям в данном примере наибольшую адекватность (табл. 3 
и рис. 3-4) показала ФПМС, далее в порядке убывания ФПЛК, ФПМСБ (эти моде­
ли на рис. 4 практически совпадают, ФПЛМ, ФПЛ, ФПК (наихудшая адекватность). 
Здесь следует отметить высокую адекватность эмпирических ФПЛК и ФПЛМ (с ло­
гарифмически преобразованным аргументом), что подтверждает целесообразность 
логарифмического преобразования аргумента (ограничения будут рассмотрены 
ниже) и вероятную максимально высокую адекватность этих моделей в оценке КУ.

Оценка КУ, как выше отмечалось, не абсолютна. В зависимости от выбран­
ной модели ФП и критериев результаты этой оценки могут иметь различную не-
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Таблица 2

Экспериментальные данные по зависимости средней продуктивности 
озимого ячменя от содержания подвижных фосфатов и их сравнение 

с результатами моделирования с использование различных ФП

Содержание под­
вижных фосфатов 

по Олсену, мг/кг

Средняя про­
дуктивность 
ячменя, т/га

Результаты моделирования функции (модели) продуктивности

ФПЛ ФПК ФПЛМ ФПМС ФПМСБ ФПЛК

2 2 2,32 2,68 2,14 1,89 2,15 1,79

3 2,26 2,62 2,88 2,67 2,54 2,72 2,65

4 3,3 2,92 3,07 3,05 3,04 3,13 3,18

5 3,47 3,22 3,26 3,34 3,43 3,45 3,53

7 3,85 3,81 3,60 3,78 3,97 3,90 3,99

7 4,28 3,81 3,60 3,78 3,97 3,90 3,99

10 4,25 4,71 4,04 4,25 4,41 4,32 4,36

13 4,76 4,81 4,41 4,59 4,62 4,56 4,57

14 4,79 4,81 4,52 4,69 4,66 4,62 4,62

14 4,62 4,81 4,52 4,69 4,66 4,62 4,62

15 4,46 4,81 4,61 4,78 4,69 4,67 4,66

16 4,57 4,81 4,70 4,81 4,72 4,71 4,69

17 4,75 4,81 4,78 4,81 4,74 4,75 4,72

22 4,71 4,81 5,04 4,81 4,79 4,86 4,80

23 4,91 4,81 5,06 4,81 4,79 4,87 4,81

26 4,82 4,81 5,09 4,81 4,80 4,89 4,83

27 4,92 4,81 5,08 4,81 4,80 4,89 4,83

30 4,84 4,81 5,00 4,81 4,80 4,89 4,83

35 4,75 4,81 4,68 4,81 4,81 4,86 4,81

38 4,76 4,81 4,39 4,81 4,81 4,84 4,79

R2 = 0,923 0,847 0,945 0,968 0,960 0,965

s = 0,25 0,35 0,21 0,16 0,18 0,16

определенность. Например, при, казалось бы, правильных предпосылках — выборе 
для данных приведенных, в табл. 2, наиболее адекватной ФПМС — неопределен­
ность КУ в [36-38] оказалась неожиданно слишком высокой. Анализируя ситуа­
цию, мы пришли к выводу, что наряду с предлагаемыми в [36-38] агрономическими
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Рис. 3. Сравнение экспериментальных данных (эксп) с ФПЛ (линейная 
функция с плато, ФП Либиха), КФП (эмпирическая квадратичная модель), 
ФПЛМ (модифицированная нами ФП Либиха, линейная аппроксимация 
от логарифмированного аргумента с плато), ФПЛК (логарифмическая 
квадратичная ФП, эмпирическая квадратичная модель от логарифми­

чески преобразованного аргумента)

Рис. 4. Сравнение экспериментальных данных (эксп) с ФПМС (ФП Мит- 
черлиха-Спиллмана), ФПМСБ (ФП Митчерлиха-Спиллмана в модифика­
ции Богуславского [4]), ФПЛК (эмпирическая квадратичная модель от ло­

гарифмически преобразованного аргумента)
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объяснениями могли сыграть свою роль еще 2 статистических фактора. Первый — 
выбор очень высокого уровня приближения к максимальной продуктивности 
(Y/Y0 = 0,98), что требует практически недостижимой в полевых опытах точности, 
так как Y0 оценивается с достаточно большой неопределенностью. В ранних ра­
ботах (например, [23]) предлагалось Y/Y0 = 0,90, что более реалистично с той 
точки зрения. Второй аспект. — асимптотическое стремление производной ФПМС 
к 0 вблизи выбранной точки, что наряду с пологим (неопределенным) максиму­
мом ФПМС статистически предопределяет высокую неопределенность оценки КУ 
(рис. 5).

В этом отношении использование ФПЛ и ФПЛМ (с значительно более высо­
ким значением производной до точки выхода на плато по сравнению с ФПМС) пред­
ставляется более правильным с практической точки зрения для уменьшения величи­
ны неопределенности оценки до приемлемого значения.

При этом для выбора ФП следует учитывать, что рассчитанное значение КУ 
может оказаться для выбранного уровня значимости (если оно приближается к пла­
то) более прецизионным, но менее правильным (в терминах стандарта ИСО 5725). 
Такую ситуацию следует ожидать для ФПЛ, менее вероятна такая ситуация для 
ФПЛМ, учитывая существенно различную степень адекватности для этих моделей 
в рассмотренном примере (табл. 2). Остаточная «неправильность» ФПЛМ в меньшей 
степени значима для правильно выбранного уровня Y/Y0. Например, как следует из 
табл. 1 и рис.5, уровень правильности оценки КУ при Y/Y0 = 0,90 (что, на наш взгляд,
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Рис. 5. Интегральная и дифференциальная формы ФПМС. Линиями по­
казаны пересечения с графиками при Y/Y0= 0,9 Y/Y0 = 0,98



более реалистично, чем Y/Y0 = 0,98 с учетом экологических ограничений) для ФПМС 
и линейно-логарифмической аппроксимации окажется примерно одинаковым как 
с точки зрения прецизионности, так и правильности.

Касаясь вопроса оценки КУ, следует отметить, что в области агрономии по­
лучить КУ при Y/Y0 = 0,98 с небольшой определенностью практически невозмож­
но. Причина этого для ФПМС рассмотрена выше. Если рассматривать эту проблему 
в рамках ФПМСБ или ее эмпирического приближения ФПЛК, то, согласно [5], макси­
мум кривой максимальной продуктивности при увеличении уровня обеспеченности 
другим элементом питания увеличивается, и это явление проявляется в других рабо­
тах, например [1, 23]. Скорее всего, говоря о КУ в современных условиях, приоритет 
в их оценке следует отдавать наиболее жестким из экономических или экологиче­
ских ограничений [39, 40, 44, 45].

Заключительные примечания касаются возможности и целесообразности ло­
гарифмирования аргумента в ФП. В работе Sumner [57] при демонстрации метода 
«граничной кривой» использовал логарифмическую шкалу аргумента, что привело 
к более симметричному представлению ФП. Аналогичное явление было показано 
в [5]. Как показано в этой и ранее опубликованных нами работах [4-9, 55], логариф­
мирование аргумента — эффективный прием, если аргумент — адекватная в опи­
сании действующего фактора ФП физическая величина, измеряемая в абсолютных 
шкалах (так называемых шкалах отношений). Тогда логарифмическое преобразова­
ние имеет смысл, и однозначность, и, как показано в [8], высокую эффективность. 
Однако очень часто в полевых экспериментах аргументом ФП является, например, 
доза удобрений, которая накладывается на уже присутствующий в почве фон элемен­
та минерального питания. В этой ситуации прямое логарифмирование некорректно, 
а приведение этих двух компонент к одному знаменателю не всегда легко реализуе­
мо. Некоторые показатели, например почвенные и внесенные нитраты, могут доста­
точно корректно суммироваться, и этот фактор неопределенности будет снят. Одна­
ко очень часто сходные показатели в количественном отношении не согласованы. 
Например, содержание почвенных фосфатов, определяемых химическим методом, 
с дозами внесенных фосфорных удобрений не согласованы по шкалам и поэтому не 
могут суммироваться без дополнительных предположений (допущений) или соот­
ветствующих калибровок.

Выводы

1.  Агрономические ограничения для фосфатов в достаточной мере «размыты», 
что не позволяет получать оценки КУ с достаточной точностью. Поэтому приоритет 
в оценке КУ фосфатов в почве, по-видимому, следует отдавать наиболее жесткому из 
экономических или экологических ограничений.

2. В моделировании ФП логарифмирование аргумента (если оно корректно) 
является эффективным приемом.

3. Корректность логарифмирования аргумента в первую очередь определяется 
шкалой и ограничивается величинами, измеряемыми в шкале отношений.

Автор выражает благодарность коллегам из Ротамстеда, прежде всего доктору 
PR. Poulton, за любезно предоставленные материалы и за обсуждение основных во­
просов данной работы, а также профессору Н.Ф. Хохлову за ценные критические 
замечания.
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PRODUCTIVITY FUNCTION MODELLING AND DETERMINING 
OF CRITICAL LEVELS OF PHOSPHATES IN THE SOIL

A.V. PUKHOVSKIY

(Moscow State University of Environmental Engineering)

More than 150 years many research groups from different countries studied the best 
ways to describe the effect of factors on the productivity of the plants — so-called productivity 
functions (PF). Interest to PF dealt with demands of economists, agronomists, agricultural chemists 
and environmentalists as it was considered as a basis for solving their problems with the use of 
modelling. The article describes the development of models ofproductivity features in agricultural 
chemistry and approaches to their calibration. The phenomenon of quasi-linearitv (R2 > 0.998) of 
Mitscherlich and Boguslawski models within the range from 30 to 90% ofefficiency after logarithmic 
transformation of the argument and its practical applications were considered. The limitations to 
the use of recommendations were discussed in relation to the properties of the scale of the studied 
factors. The approach proposed is applicable only to the values belonging to an absolute scale (ratio 
scale). The analysis of the possibility and feasibility assessment of so called critical levels of mobile 
phosphates was made on the base of modelling with recently published Rothamsted experimental 
data.

Key words: productivity function, modelling, model selection, the logarithm of the argument, 
the critical level of a\’ailable phosphate, Olsen P.
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