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Разработана математическая модель общих закономерностей развития 
фотосинтезирующих поверхностей растения озимой пшеницы — листьев, стеблей

и соцветий.

Энергетической основой создания урожая является процесс фото­
синтеза, в ходе которого в растениях происходит преобразование 
энергии солнечного излучения [2, 7, 8, 10, 17]. Рассматривая в этой 
связи накопление биологической массы как сумму совместно действу­
ющих факторов и условий питания, запишем

или

(1)

(2)
где Q  — количество биомассы за год, ц/га; Q<x>ap— потенциальный 
урожай с 1 га, определяемый приходом ФАР и биологическими осо­
бенностями культуры, ц; ηn = (1—е― ап t)—коэффициент эффективности 
действия фактора; а  — показатель (числовая величина), характеризу­
ющий влияние на урожай одного из факторов n (влага, тепло и т. д.); 
t  — текущее время.

Уравнение (1) отображает один из основополагающих принципов 
программирования урожаев [17].

В данной работе рассматривается процесс потребления углекис­
лого газа озимой пшеницей Мироновская 808 в условиях Подмосковья. 
За основу взяты результаты многолетних полевых опытов, в которых 
изучались размеры и жизнедеятельность ассимилирующей поверхности 
растений.

Известно, что потребление СО2 выражается следующим уравне­
нием [3]:

(3)
где Sp  — площадь: фотосинтезирующей поверхности; Ав ф  — интенсив­
ность видимого фотосинтеза, Ад  — интенсивность дыхания.
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При построении математических моделей нередко в качестве вход­
ного параметра используют ассимилирующую поверхность, или фото- 
синтетический потенциал, так как они хорошо изучены и тесно корре­
лируют с урожайностью [2, 14].

Формирование ассимилирующей поверхности растений, как и на­
копление биомассы,— процесс динамический и может быть выражен 
или типичной интегральной кривой (рис. 1), имеющей аналитическую 
зависимость

(4)

где t — текущее время с момента появления органа, сут; Т — период 
с момента появления органа до достижения им максимальной величи­
ны, сут; b — безразмерная величина, характеризующая развитие рас- 
стения; SР

0 — площадь поверхности растения на начало отсчета, тыс. 
м2/га, или представлен уравнением

(5)

где
Динамика накопления биомассы в дифференциальной форме выра­

жается следующим образом:
(6)

или для площади ассимилирующей поверхности

(7)

Анализ данных о формировании программированного урожая ози­
мой пшеницы показал, что динамика фотосинтезирующей поверхности 
аппроксимируется.

(8)
где / — орган растения.

Решение уравнений (7) и (8) позволяет выразить динамику раз­
вития фотосинтезирующей поверхности озимой пшеницы в виде урав­
нения

(9)
где c — b / T  — относительная скорость вегетации, 1/сут.

При моделировании роста ассимилирующей поверхности растений 
следует помнить о согласованности процессов формирования фотосин­
тезирующей поверхности и поступления солнечной энергии в различное 
время года. С этой целью формулу (5), видоизмененную применитель­
но к ассимилирующей поверхности

(10)

с учетом прихода солнечной энергии представим в виде

(1 1 )
где К — доля энергии солнца ΣЕд, усваиваемая при фотосинтезе; она 
может быть определена из уравнения

(12)

где t д  — продолжительность дневного времени

(13)
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где εс
ш — плотность потока солнечной энергии, достигающая земной 

поверхности,

где αш — угол широты местности; аэк — наклон оси суточного враще­
ния Земли к плоскости годового оборота вокруг Солнца, равный 23,5°;
Ес=1367 Вт/м2 — солнечная постоянная [6]; — коэффициент

(14)

ослабления радиации атмосферой; I — коэффициент отража-
тельной способности земной поверхности.

На характер роста и развития фотосинтезирующей поверхности 
растений оказывают влияние и другие факторы. Для определения сте­
пени их действия на общий процесс фотосинтетической деятельности 
требуется построение дополнительных моделей [4, 51.

Рис. 1. Типичная кривая роста биологической массы или площади фотосинте­
зирующей поверхности (I) и закономерности процесса их формирования ( I I ) .

Для I координаты точки А точки Д

для II м — вершина гиперболы (b/t—с); координаты точки М

Экспликация дана в тексте.

До сих пор целью нашего изложения было получение выражений 
для описания участка кривой BDA (рис. 1, /), отражающего нараста­
ние биологического процесса. Формализованное же описание замедле­
ния, а затем и затухания этого процесса (кривая АС) проведем тремя 
способами.

П е р в ы й  с п о с о б .  Преобразуем уравнение (8) в соответствии 
с характером процесса. Оно примет вид

(1 5 )
где — площадь фотосинтезирующей поверхности растения в период
отмирания Т0т, tom — текущее время, отсчитываемое от завершения пе­
риода нарастания (точка А, рис. 1).

Решая совместно уравнения (8) и (15) с учетом результатов мно­
голетних экспериментов, получим значение периода затухания процесса

(16)
Из (16) можно предположить, что в процессе выращивания расте­

ний восстановление упущенной технологической операции по какому- 
либо фактору при прочих равных условиях потребует 3- или даже 4- 
кратных е2/2 затрат времени или энергии.
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В т о р о й  с п о с о б .  Кривая А С  (рис. 1, I )  представляет собой 
параболу и соответствует уравнению

где 1/2 р — эксцентриситет параболы, или
(17)

(18)
где α=(2р)―1, В  — коэффициент, откуда продолжительность периода 
отмирания ассимилирующей поверхности

(19)

Фотосинтетический потенциал уменьшается согласно уравнению 
(15) следующим образом:

(20)

(21)
тогда как по уравнению (18)

Т р е т и й  с п о с о б .  Процесс затухания фотосинтеза поверхности 
вегетирующих органов растения протекает в течение периода

(22)

(23)

при этом

Как видно из приведенных выше уравнений, периоды прекращения 
роста фотосинтезирующей поверхности Т о т  по второму и третьему спо­
собам расчета совпадают полностью:

(24)

Используя это, скорректируем параметры уравнения (15). Из 
уравнений (16) и (24) получим

(25)

Можно утверждать, что интегральная кривая (7) вполне удовлет­
ворительно описывает развитие и уменьшение фотосинтезирующей по­
верхности не только у озимой пшеницы, но и у других видов растений.

Большое теоретическое и практическое значение имеет формали­
зованное описание динамики и закономерностей процессов, происходя­
щих у растений в довсходовый период Т д  [2] (рис. 1, I ,  I I ) .  Исходя из 
полученной общей характеристики закономерностей роста растений, 
можно определить стратегию при программировании выращивания 
культурных растений.

Проанализируем разные участки интегральной кривой. Уравнения 
(6) и (15) представим в следующей записи:

(26)

(27)

где λ— t / T  — относительный возраст растений в течение активного пе­
риода вегетации; μ  =  t / T o m  — то же, но в период снижения активности 
биологических (физиологических) процессов.

Из уравнений (26) и (27) следует, что динамика фотосинтезирую­
щей поверхности озимой пшеницы в достаточной мере характеризуется 
уравнением (9).

На рис. 1, I I  представлено графическое изображение модели на­
копления биомассы (6) и развития фотосинтезирующей поверхности
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(9). Соотношение b  и с  характеризует относительное изменение скоро­
сти вегетации как самого растения (озимой пшеницы), так и его орга­
нов: листьев, стеблей и соцветий. Значения этих параметров отража­
ют интегральное влияние всех факторов развития растения (2) и био­
логические свойства культуры.

Значение b  в равенстве b =  с Т  определяется периодом вегетации Г, 
при котором площадь фотосинтезирующей поверхности растения до­
стигает максимального значения.

Решаем уравнения (8) и (26) при условии нулевого ускорения ро­
ста фотосинтетического потенциала в момент времени t — t d P  (рис. 1,I) 
d 2 S p / d t d 2 = Q  и получаем равенство

(28)

Заметим, что в момент времени t д p  скорость прироста фотосинте­
зирующей поверхности достигает наибольшего значения, затем она сни-
жается и достигает нуля при

Из уравнения (28) определим

(29)

где ν  =  t d p / T  — коэффициент задержки роста растения. 
Следовательно, по абсолют-

ному значению параметра b  
(рис. 2) можно охарактеризо­
вать суммарное влияние всех 
факторов роста растения (2) на 
продолжительность периода ве­
гетации его фотосинтезирующих 
органов.

Необходимо отметить, что в 
развитии фотосинтезирующей по­
верхности отдельных органов ра­
стения наблюдаются случаи, ког­
да начало фотосинтетической 
деятельности приходится на мо­
мент времени t  =  t d p  (рис. 1, /), 
что связано с биологическими 
особенностями растения в соот­
ветствующие фазы его роста и 
развития.

Параметр с = b / Т  — относи­
тельная скорость вегетации (фо­
тосинтетической деятельности) — 
отражает наименьшее допусти­
мое значение этой скорости в 
процессе активной деятельности 
растения.

Для типичных кривых роста 
фотосинтезирующей поверхности
существует предел изменения относительной скорости процесса актив­
ного периода вегетации

Рис. 2. График зависимости параметров b
и с.

(30)

(31)

После достижения значения параметра с  активность фотосинтети- 
ческой деятельности данного органа или растения в целом замедляется.

Следовательно, в естественных условиях скорость формирования 
фотосинтезирующей поверхности растения озимой пшеницы

(32)
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не может быть меньше наименьшего ее значения, определяемого вели­
чиной параметра с :

(33)
Анализ выражений (30), (31) позволяет сделать вывод, что фото- 

синтетическая деятельность растения и его органов на уровне мини­
мальной скорости (33) необходима для поддержания биологических 
процессов растения и характеризует его жизнеспособность.

На основании экспериментальных данных [13—20] были построе­
ны конкретные динамические модели фотосинтетической деятельности 
посевов озимой пшеницы.

Динамические модели фотосинтезирующей поверхности составляли 
по каждому вегетативному органу растения пшеницы начиная с перво­
го листа и заканчивая отдельно соцветием (колосом).

В данной работе представлены обобщенные модели, полученные 
путем суммирования показателей по всем вегетативным органам ис­
ходя из уравнений (26) и (27).

(34)
где i  — порядковый номер вегетативного органа растения; j — вид веге­
тативного органа растения (листья, стебли, соцветия); т  — индекс 
усредненных параметров.

Существенное влияние на общую идентификацию ассимилирующей 
поверхности озимой пшеницы оказывает зимний период, в который пре­
кращается активный фотосинтез (октябрь—апрель). Математическое 
описание переходных процессов вегетации (осень — зима, зима — весна 
и зима) требует дополнительных экспериментов с целью уточнения 
отдельных элементов указанных периодов для отработки агротехниче­
ских мероприятий по лучшей сохранности растений к началу весенней 
вегетации и в целом мероприятий по программированию урожаев.

Рис. 3. Развитие фотосинтезирующей поверхности озимой пшеницы в период 
всходы — начало весенней вегетации.

1 и 2 — экспериментальные данные соответственно контрольного варианта и при внесении 
удобрений, 1977 г.; 3, 4 — соответствующие теоретические кривые.
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Предварительный анализ полученных результатов по расшифровке 
(читке) моделей вегетационных процессов озимой пшеницы указывает 
на необходимость первоочередной разработки технологических опера­
ций в зимние и переходные периоды.

В осенне-зимний период (рис. 3) площадь листовой поверхности 
озимой пшеницы

или
(35)

Фотосинтезирующая поверхность листьев (рис. 4) в период актив­
ного роста растения Т

(36)

а в период интенсивного отмирания листьев лТто

(37)

Рис. 4. Динамика фотосинтезирующей поверхности листьев и стеблей озимой
пшеницы в 1977 г.

1 — экспериментальные данные; 2 — теоретическая кривая.

Фотосинтезирующая поверхность всех стеблей с влагалищами, 
включая соломину под колосом (рис. 4) в период активной вегетации,

(38)

а в период снижения активности биологических процессов

6 = e = 2,7182, 7om=28 сут.
(39)

Фотосинтезирующая поверхность соцветий озимой пшеницы (рис. 5) 
в период активной вегетации

(40)
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Рис. 5. Динамика фотосинтезирующей 
поверхности соцветий озимой пшеницы 

в 1977 г.
Обозначения те же, что на рис. 4.

Рис. 6. Изменение фотосинтезирующей 
поверхности растений озимой пшеницы в 

1977 г.
1 — общая поверхность (по данным опыта);
2 — то же, теоретическая кривая; 3, 4 и 5 — 
теоретические кривые соответственно для

листьев, стеблей и колосьев.

а в период созревания
(41)

й = е=2,7182, 0тТ=24 сут.
Суммарная фотосинтезирующая поверхность вегетирующих орга­

нов растения озимой пшеницы Мироновская 808 за 1977 г. показана на 
рис. 6.

Выводы

1. Предложенная модель фотосинтетической деятельности посева 
озимой пшеницы отображает общие закономерности роста и развития 
ассимилирующих поверхностей различных органов и может быть ис­
пользована для описания роста и развития других растений.

2. Выявленные характеристики роста и развития фотосинтезирую­
щей поверхности озимой пшеницы могут быть использованы при раз­
работке программы коррекции технологического процесса ее возделы­
вания, что особенно важно при программировании урожаев.

3. Данная математическая модель хорошо согласуется с результа­
тами многолетних экспериментов и позволяет выявить малоизученные 
места, что дает возможность корректировать исследовательский про­
цесс с целью его углубления и конкретизации
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SUMMARY

General regularities in development of winter wheat plant photosynthesizing sur­
faces have been elaborated and suggested. Dynamic models of plant leaf, stem and 
inflorescence growth and development are described.
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