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Охлаждение молочной сыворотки является одним из основных процессов, 
влияющих на кристаллизацию в ней лактозы. Кристаллизация лактозы развивает­
ся в сложных гидродинамических условиях, в широком температурном диапазоне, 
изменяющейся вязкости молочной сыворотки и т.п. [1, 5, 6]. Авторами проведено 
аналитическое исследование изменения температуры молочной сыворотки во взаи­
мосвязи с ее вязкостными свойствами при охлаждении в пластинчатом скребковом 
теплообменнике непрерывного действия.

Скребковый теплообменник представляет собой набор чередующихся тепло­
обменных и так называемых продуктовых пластин, установленных и зажатых на 
специальных штангах. При этом внутри продуктовых пластин расположены подвиж­
ные диски, закрепленные на валу. С обеих сторон этих дисков подвижно закреплены 
полиамидные ножи специальной формы. При вращении дисков эти ножи счищают 
с поверхности теплообменных пластин пристенный слой обрабатываемого продукта, 
при этом происходит его перемешивание. Основные элементы скребкового теплооб­
менника показаны на рисунке 1.

Целью данного исследования является определение изменения температуры 
продукта и хладоносителя молочной сыворотки при ее охлаждении в скребковом ап­
парате. Поскольку канал для течения молочной сыворотки имеет довольно сложную 
форму (рис. 2), для аналитического исследования сделаем ряд упрощений, не сильно 
искажающих реальную картину.

Распределение температуры продукта в охлаждающем элементе будем изучать 
с помощью дифференциальных уравнений теплопереноса в движущихся жидких 
средах, записанных в цилиндрической системе координат при осесимметричном рас­
пределении температуры, без учета диссипации энергии:



Рис. 1. Элементы пластинчатого скребкового теплообменника: 1 — продуктовая пластина; 
2 — уплотнительное кольцо; 3 — скребок-мешалка

Рис. 2. Расчетная схема: 1 — продуктовые пластины; 2 — цен­
тральное отверстие; 3 — периферийные отверстия; 4 —линии тока

продукта

где Т  — температура в точках продукта, °С; г и г — цилиндрические координаты 
точки продукта; V,. и v_ — проекции скорости точек продукта на оси г  иг ,  а  — коэф­
фициент температуропроводности.
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ления радиальной скорости vr воспользуемся дифференциальным уравнением ста­
ционарного осесимметричного стационарного течения сплошной среды в напря­
жениях [2] в проекции на радиальное направление г, полагая в нем реологические 
константы и плотность продукта р не зависящими от температуры для данной пары 
продуктовых пластин.

Величина  k | Н | n - 1  может рассматриваться как некоторая кажущаяся (эффектив­
ная) вязкость.

Уравнение неразрывности (несжимаемости), справедливое для любой жидкой 
среды, при сделанных предположениях имеет вид:

где τrr, τφφ — нормальные напряжения на площадках, перпендикулярных соответ­
ственно радиальной г  и окружной ср осям; τrz — касательное напряжение на площад­
ках, перпендикулярных осям r и z .

Реологические исследования молочной сыворотки позволяют с большой точ­
ностью принять в качестве ее реологической модели степенную модель Оствальда — 
Де Виля. [3]. Для такой модели компоненты тензора напряжений, входящие в уравне­
ние (1), при сделанных ранее предположениях имеют вид [4]:

где k и  n  — реологические константы молочной сыворотки; Н  — интенсивность ско­
ростей деформации, равная
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сти (6) и разделим его левую и правую части на коэффициент температуропровод­
ности а.  После этого получим:

Поскольку точного аналитического решения данного уравнения получить нель­
зя, воспользуемся приближенным решением, заключающимся в частичном осредне­
нии его конвективной части (левая часть уравнения) по толщине зазора между дис­
ками   и   использовании   метода    последовательных    приближений.  Для   этого   в   левой

Таким образом, уравнение (7) заменится приближенным уравнением, приве­
денным к стандартной форме:

где Т 3  и Т 4  — температуры продукта на стенках дисков.
Решение линейного уравнения (10) найдем методом разделения переменных, 

добавив к его общему решению частное решение специального вида. Для этого по­
ложим
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разность давления и вязкостные свойства молочной сыворотки, получена авторами 
ранее при исследовании гидродинамики пластинчатого скребкового теплообменни­
ка. Она имеет вид:



(13)

Подстановкой этого выражения Т в  (10) и разделения переменных получим для 
функций R{r ) и Z(z)  обыкновенные дифференциальные уравнения:

В силу двух последних граничных условий (12) и выражения (13) функция Z(z) 
должна обращаться в ноль при z = 0 и z = h.  Отсюда следует:

т.е. общее решение уравнения (10) будет представлено рядом Фурье по синусам.
Уравнение (15) является уравнением Бесселя произвольного порядка, завися­

щего от константы В.  Поскольку такие функции не табулированы, дальше будем ре­
шать уравнение (10) методом последовательных приближений. Для этого проведем 
оценку порядка слагаемых в этом уравнении, приведя его к безразмерному виду. На­
пишем соотношения между размерными и безразмерными величинами:

где λ2 - константа разделения.
Решение уравнения (14) имеет вид:

(14)

(15)

(16)

(17)

(18)

(19)
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Постоянную интегрирования С*  находим так же, как и постоянную С; для ну­
левого приближения, т.е. из условия Т(R1 ,  z )  = T 1 .  Точно так же, как и в равенстве (24), 
получим разложение функции, стоящей в левой части этого равенства, в ряд Фурье 
по синусам. Из формулы для определения коэффициентов этого ряда находим:

Подставив данное выражение С*  в правую часть равенства (31), приведем 
его к виду:

Таким образом, формула (33) применена для расчета температуры продукта 
как при центральном способе его подачи, так и при периферийном способе подачи 
в пространство между дисками. Полученные формулы позволяют проводить расчет 
процесса охлаждения при кристаллизации лактозы в молочной сыворотке в потоке 
и определять основные параметры пластинчатых скребковых теплообменных ап­
паратов.
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The article is devoted to the research of heat transfer during the process of milk whey cool­
ing. The temperature change correlating to rheological properties of whev has been determined. 
Some practically useful results were obtained.
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