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Статья посвящена аналитическому исследованию изменения температуры 
молочной сыворотки при поточной кристаллизации в ней лактозы. Высококонцен-
трированные лактозосодержащие растворы такие,  как с гущенная молочная сыво-
ротка c массовой долей сухих веществ 50–60%, рассмотрена как псевдопластичная 
жидкость, не имеющая предела текучести, и отличающаяся снижением кажущей-
ся вязкости с увеличением скорости сдвига. Проведено аналитическое исследова-
ние изменения температуры сгущенной молочной сыворотки при охлаждении ее 
в пластинчатом скребковом теплообменнике непрерывного действия. Определено 
изменение температуры во взаимосвязи с реологическими свойствами молочной сы-
воротки. Получены результаты для практического использования.

Ключевые слова: высококонцентрированные лактозосодержащие растворы, 
молочная сыворотка, охлаждение, псевдопластичная жидкость, реологические 
свойства, кристаллизация лактозы, теплообменник непрерывного действия.

Введение 

Молочная сыворотка, образующаяся  в результате выработки сыра и творога, 
обладает высокой пищевой и биологической ценностью и представляет собой боль-
шой ресурс для увеличения объемов производимой продукции и улучшения эконо-
мических показателей производства. Одним из традиционных направлений перера-
ботки молочной сыворотки является производство молочного сахара (лактозы).

Основными технологическими процессами производства молочного сахара яв-
ляются выпаривание (сгущение сухих веществ) и кристаллизация. При выпарива-
нии повышают в молочной сыворотке массовую долю сухих веществ и направляют 
на кристаллизацию в ней лактозы.

Молочная сыворотка c массовой долей сухих веществ равной  50–60% в нор-
мальных условиях представляет собой насыщенный раствор, который при охла-
ждении переходит в пересыщенный раствор и при определенной температуре ох-
лаждения в нем происходит образование кристаллов лактозы и начинается процесс 
кристаллизации [2, 3, 4].

Важной особенностью при охлаждении сгущенной молочной сыворотки и кристал-
лизации в ней лактозы является измерение вязкостных свойств сгущенной молочной 
сыворотки. Эти изменения объясняются тем, что сгущенная молочная сыворотка при 
охлаждении из области ньютоновской жидкости переходит в область неньтоновской. 

Известно [11], что высококонцентрированные лактозосодержащие растворы 
такие,  как сгущенная молочная сыворотка  в зависимости от температуры ведут 
себя как псевдопластичные жидкости, не имеющие предела текучести и отличаются 
уменьшением кажущейся вязкости с увеличением скорости сдвига. Для описания 
течения таких жидкостей применяют уравнение Освальда-де Виля:  
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τ = k·γn, 
где τ – напряжение сдвига, Пас; k – опытный коэффициент; γ – скорость сдвига, 

с-1; n – индекс течения (n<1  для псевдопластичных жидкостей).
Аналогичные явления характерны и для других пищевых сред, например, для 

сливок, при производстве сливочного масла преобразованием высокожирных сли-
вок. По данным ВНИИМС,  при охлаждении сливок вначале происходит кристалли-
зация тугоплавких триглицеридов, а затем –  легкоплавких жиров. Сливки вначале 
охлаждения имеет вязкость и ярко выраженные свойства ньютоновской жидкости. 
При дальнейшем охлаждении сливки ведут себя как неньютоновская жидкость с со-
ответствующей вязкостью [1, 12].

В связи с этим, аналитическое исследование изменения температуры сгущенной 
молочной сыворотки при кристаллизации в ней лактозы требует учета изменения ее 
вязкостных свойств. Учет этих особенностей усложняе т аналитическое исследова-
ние теплообмена при охлаждении сгущенной молочной сыворотки.

Кристаллизацию лактозы при охлаждении сгущенной молочной сыворотки в 
потоке реализуют в скребковом теплообменном аппарате непрерывного действия 
пластинчатого типа. В качестве теплопередающей поверхности в данном аппарате 
используются герметичная конструкция из двух соосных сварных пластин в форме 
диска. Эта конструкция условно названа теплообменной пластиной. Определенное 
количество теплообменных пластин образует теплообменные секции аппарата. 

В качестве примера на рис. 1 приведена схема противоточного течения сгущен-
ной молочной сыворотки и хладоносителя в скребковом пластинчатом теплообмен-
нике. Стрелками на рис. 1. показано движение сгущенной молочной сыворотки и 
хладоносителя: 1, 2 – вход и выход сгущенной молочной сыворотки соответственно; 
3, 4 – вход и выход хладоносителя соответственно; Т1 – начальная температура сгу-
щенной молочной сыворотки, Т2i – температура сгущенной молочной сыворотки на 
выходе из i-теплообменной пластины; Тх0 – начальная температура хладоносителя; 
Тхi  – температура хладоносителя на выходе из i-теплообменной пластины.

Рис. 1. Схема противоточного течения сгущенной 
молочной сыворотки и хладоносителя

При аналитическом исследовании руководствуемся следующими общими допу-
щениями: изменение температуры сгущенной сыворотки при кристаллизации в ней 
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лактозы изучаем для одной теплообменной пластины; объем продукта, находящей-
ся в продуктовой зоне теплообменной пластины имеет вид цилиндрического тела 
малой высоты (диск); сыворотку рассматриваем как псевдопластичную жидкость, 
течение которой внутри теплообменной пластины при ее охлаждении и кристал-
лизации лактозы –  ламинарное, неизотермическое при постоянном расходе без на-
рушения сплошности потока; сыворотка в аппарате может подаваться как в цент-
ральное отверстие и двигаться на периферию, так и, поступая через периферийные 
отверстия, перемещаться в сторону центра; распределение температуры в сыворотке 
равномерное и не зависит от способа ее подачи в теплообменную пластину [6].

Исследования изменения температуры сыворотки в теплообменной пластине 
проведено с помощью дифференциальных уравнений переноса теплоты в движу-
щихся жидких средах, записанных в цилиндрической системе координат при осе-
симметричном распределении температуры, без учета диссипации энергии [9, 12].
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где T – температура в точках сыворотки, оС, r и  z – цилиндрические координа-
ты точки продукта, rv  и zv  − проекции скорости точек продукта на оси r и z, а – 
коэффициент температуропроводности, м2/с.
Канал для течения сыворотки имеет сложную форму (рис. 2) поэтому принимаем, 
что осевая скорость сыворотки rv  значительно меньше радиальной rv  и окруж-

ной ϕv скоростей, поэтому в уравнении (2) положим 0≈
∂
∂

z
Tvz .

Рис. 2. Схема для расчета: 1 – продуктовые пластины; 2 – центральное отверстие; 
3 – периферийные отверстия; 4 – линии тока сыворотки; x, y, z – оси координат

Радиальную скорость rv
 определяем дифференциальным уравнением стацио-

нарного осесимметричного течения несжимаемой нелинейно-вязкой жидкости, по-
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лагая в нем реологические константы и плотность продукта ρ ,  не зависящими от 
температуры для данной теплообменной пластины.

Для этого запишем общее дифференциальное уравнение осесимметричного 
стационарного течения сплошной среды в напряжениях в проекции на радиальное 
направление r [5].
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где ϕϕττ ,rr – нормальные напряжения на площадках перпендикулярных со-
ответственно радиальной r и окружной ϕ  осям, rzτ – касательное напряжение на 
площадках перпендикулярных осям r и z .

Реологические исследования сыворотки с массовой долей сухих веществ 50–65 
% позволяют с большой точностью принять в качестве ее реологической модели 
степенную модель Освальда – де Виля [9, 12]. Для такой модели компоненты тен-
зора напряжений, входящие в уравнение (2), при сделанных ранее предположениях 
имеют вид [12]:

z
vHk

r
vHkp

r
vHkp rn

rz
rnrn

rr ∂
∂

=+−=
∂
∂

+−= −−− 111 ,2,2 τττ ϕϕ
,     (4) 

где k  и n – реологические константы сгущенной молочной сыворотки, H – ин-
тенсивность скоростей деформации равная:

2222

4
1

6
1








∂
∂

+















∂
∂

−+





+






 −
∂
∂

=
z
v

r
v

r
v

r
v

r
vH rrrrr .                       (5)

Величину 1−nHk  можно рассматривать как некоторую кажущуюся (эффектив-
ную) вязкость. 

Уравнение неразрывности (нес жимаемости) справедливое для любой жидкой 
среды при сделанных предположениях имеет вид:

( ) 0=
∂

∂
r
vr r .                                                                                            (6)

Интегрируя уравнение (5) находим:

( )zf
r

vr
1

= .                                                                                           (7)

На основании равенства (7) для интенсивности скоростей деформации H  из (5) 
получим выражение:
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где штрих во втором слагаемом подкоренного выражения и далее означает про-
изводную по координате z .
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Оценим порядки слагаемых в подкоренном выражении формулы (8), приведя 
ее к безразмерному виду и преобразовав, получим, что интенсивность скоростей 
деформации (8) будет иметь вид:
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Так как в формуле (9) подкоренное выражение приведено к безразмерной фор-
ме, то порядки слагаемых в этом выражении будут определяться порядком коэффи-
циентов при этих слагаемых. На этом основании интенсивность скоростей деформа-
ции (8) запишется как:
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В этом случае с учетом (7) соотношения (4) примут следующий вид:
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Так как сыворотка принудительно вращается в роторно-пульсационном аппа-
рате, то окружная скорость ее точек не больше величины rω , где ω  – угловая 
скорость лопастей мешалки. Поэтому примем эту величину за окружную скорость 
ϕv , т. е. rv ωϕ = . Подстановка выражений компонент тензора напряжений из (11) и 

окружной скорости 
ϕv  при условии 0≈zv  в уравнение (3) приводит это уравнение 

к следующему виду:
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Выражение в левой части равенства (12) значительно меньше каждого из слага-

емых в его правой части. Это следует из оценок, сделанных аналогично оценкам в 
формуле (8). После преобразования уравнение (12) запишется как:
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При этом считается, что давление p не зависит от поперечной координаты z . В 
дальнейшем, в силу симметрии профиля радиальной скорости относительно сре-
динной плоскости дисков, будем при гидродинамических расчетах рассматривать 
область 

2
0 hz ≤≤ . Для этой области ( ) 1=′ zfsign .

В результате решения уравнения получены выражения для давления ( )rp и 
функции: ( )zf
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Кристаллизация лактозы в потоке развивается в сложных гидродинамических 
условиях и широком температурном диапазоне для сыворотки [3].

Для полного гидродинамического расчета теплообменника при кристаллизации 
лактозы представляется важным получить зависимость между перепадом давления 

21 pp − на входе и выходе сыворотки из данной теплообменной пластины и рас-

ходом сыворотки q , используя формулу: . Подставив в эту формулу 

выражение rv c учетом (15) и интегрируя, получим:
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Таким образом, формула (16) позволяет определять расход сыворотки в зави-
симости от разности давления на входе и выходе из теплообменной пластины, т.е. с 
учетом гидравлического сопротивления теплообменных пластин секций аппарата.

Температуру в сыворотке определим по уравнению (2) с учетом 0≈
∂
∂

z
Tvz . Для 

этого подставим в левую часть данного уравнения выражение радиальной скорости 
(7) и разделим его левую и правую части на коэффициент температуропроводности 
а. После этого получим:
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Поскольку точного аналитического решения данного уравнения получить нель-
зя,  воспользуемся приближенным решением, заключающемся в частичном осред-
нении его левой части по толщине зазора между дисками и использовании метода 
последовательных приближений. В результате решения получим выражение:

 (18)
Таким образом, формула (18) применима для расчета температуры охлаждения 

сыворотки при кристаллизации в ней лактозы как  при центральном способе ее пода-
чи, так и при периферийном способе подачи в продуктовую зону аппарата. В первом 
случае –  2121 , PPRR <> , а во втором случае наоборот – 2121 , PPRR <> .
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FEATURES OF CALCULATION OF THE TEMPERATURE OF THE WHEY 
DURING THE PRODUCTION OF CRYSTALLIZATION OF LACTOSE

1 S.A. BREDIKHIN, 2 A.S. BREDIKHIN

(1 Russian State Agrarian University – Moscow Timiryazev Agricultural Academy, 
2 LLC “KLEKS”)

The paper is devoted to analytical research of whey temperature changes occurring along 
with flow-line crystallization of lactose contained in it. The high-concentrated lactose-containing 
solutions, such as condensed whey with a mass fraction of solids of 50-60%, depending on the 
temperature behave as pseudo-plastic liquids which do not have a fluidity limit and feature a 
decrease in the apparent viscosity as the shift speed increases. The authors have made an 
analytical research of the condensed whey temperature change when cooling it in a lamellar 
scraper heat exchanger of continuous action. The study has allowed to determine the temperature 
change in correlation with rheological properties of whey and obtain results for practical use.

Key words: high-concentrated lactose-containing solutions, whey, cooling, pseudo-
plastic liquid, rheological properties, lactose crystallization, continuous heat exchanger. 
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