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ФРОНТАЛЬНАЯ РАВНОВЕСНАЯ ДИНАМИКА  
СОРБЦИИ БИНАРНЫХ СМЕСЕЙ

А. С. КАМЕНЕВ, В. Н. МОШАРОВ, Ю. А. ГРОМОВ

(Кафедра прикладной атомной физики и радиохимии)

Рассмотрена задача двухкомпонентной фронтальной динамики сорбции и по­
лучено приближенное аналитическое решение для равновесного случая с учетом 
продольных эффектов. Обобщена однокомпонентная изотерма сорбции легмюров- 
ского типа на случай произвольного количества компонентов при различной 
сорбционной или обменной емкости твердой фазы по каждому компоненту и вы­
ведена соответствующая формула.

Во всех практических приложениях сорб­
ционных явлений имеет место сорбция сме­
сей. Основные положения теории динами­
ки сорбции смесей были сформулированы 
еще в 30—50-х годах [3, 6, 17, 22], одна­
ко удовлетворительных решений задачи в 
общем случае до сих пор получить не уда­
лось. Эти положения формулируются как 
обобщение феноменологической модели ди­
намики сорбции одного вещества и осно­
вываются на предположении, что описание 
гетерогенной системы сорбент—сорбат до­
пустимо в рамках модели сплошной среды. 
В данном случае используется математиче­
ский аппарат дифференциальных уравне­
ний в частных производных [5, 7, 20, 23].

Процесс фронтальной динамики сорбции 
смеси двух компонентов, протекающих че­
рез колонку с сорбентом, описывается ди­
намическими уравнениями

(1)

уравнениями статики сорбции (изотерм 
сорбции).

(2)
уравнениями кинетики сорбции

(3)

для внешнедиффузионной кинетики или

(4)

для внутридиффузионной кинетики, где 
i=1, 2 — номер компонента; N1 и n1— 
линейные концентрации i-ro компонента 
соответственно в твердой и жидкой фазах; 
и  — скорость потока; D* i  — эффективный 
коэффициент продольной диффузии i-гo 
компонента; f i (n t ,  п 2 )  или F i (N  1, N2)  — 
изотермы сорбции i-ro компонента; р/, ; 
и ;------------ кинетические коэффициенты со­
ответственно внешнего и внутреннего мас- 
сообмена.

Уравнения кинетики сорбции в виде (3) 
пли (4) являются удобными и общеупо­
требительными модельными уравнениями 
движущих сил диффузии.

Система уравнений в частных производ­
ных (1), (2), (3) в общем случае не под-

(5)
где распределительное отношение h=n 0 /N 0 ; 
п 0  к  N 0  — концентрации на входе в ко­
лонку (входные концентрации). Рассмот­
рение асимптотической стадии динамики 
сорбции позволяет перейти к системе ко­
ординат, движущейся со стационарным 
фронтом сорбционной волны

(6)
При этом частные производные в динами­
ческих и кинетических уравнениях заме­
няются на полные.

Для определенности будем считать, что 
2-е вещество сорбируется сильнее 1-го и 
что в колонке установился стационарный 
фронт с режимом параллельного переноса. 
При этом образовались две зоны: 1-я, бо­
лее продвинувшаяся вперед зона содержит 
только 1-й, менее сорбируемый компонент, 
передний фронт 1-го вещества перемеща­
ется со скоростью υ1; 2-я зона содержит 
смесь обоих компонентов, фронт 2-го ве­
щества и задний фронт 1-го вещества пе­
ремещаются со скоростью υ 2.  Между фрон­
тами двух зон устанавливается постоянная 
концентрация 1-го вещества п  завися­
щая от величин входящих концентраций 
n0,1 и п 0 , 2  и параметров изотерм [3, 
22]. Исследование профиля переднего 
фронта 1-го вещества аналогично изуче­
нию динамики сорбции одного вещества с 
той лишь разницей, что за величину вход­
ной концентрации для данного фронта при­
нимается n*1, а скорость υ1 определя­
ется следующим образом:

(7)

Рассмотрим 2-ю, смешанную зону. Пе­
рейдем к системе координат г 2 =х—υ 2 t ,  
движущейся со скоростью иг, и перепишем 
уравнения динамики (1) в виде
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с соответствующими граничными условия­
ми

Решая систему равнений (8) методом 
Зельдовича—Тодеса, с учетом граничных 
условий (9), получаем [3, 8]

(9)

(10)

(11)

где υ 2  =  uh 2 ( l  h 2 )— 1 .  Так как фронт 
2-го вещества и задний фронт 1-го веще­
ства перемещаются с одинаковой скоро­
стью υ 2,  распределительное отношение h2  
определяется следующим образом:

Соотношение (12) представляет собой 
уравнение для определения неизвестной ве­
личины я,. Оно впервые было полу­
чено М. М. Дубининым и С. М. Явичем 
[6] как результат теоретической интерпре­
тации эмпирической зависимости, предло­
женной К. Янковским: n*

1, — n0,] = α n 0 , 2- 
Кроме того, соотношение (12) является 
частным случаем рекуррентной формулы 
В. В. Рачинского [20] для фронтальной 
хроматограммы двух компонентов.

Рассмотрим подробнее уравнения стати­
ки (изотермы) сорбции. При решении ди­
намических задач двухкомпонентных сме­
сей традиционно используются нелинейные 
изотермы ленгмюровского типа [3, 9, 13— 
15, 19, 22 и др.] Эти изотермы были пред­
ложены Маркхэмом и Бентоном [25], для 
сорбции газов как обобщение соответству­
ющего ленгмюровского уравнения статики 
сорбции одного вещества (15) и для хро­
матографии записываются в виде [17, 22]

(12)

(8)
дится двухкомпонентная ленгмюровская 
изотерма в форме

(14)

для которой вводятся некоторые ограниче­
ния. Но в цитируемой этими авторами ра­
боте [6] ни формула (14), ни другая та­
кого рода формула не рассматриваются, а 
обсуждается только соотношение Янков­
ского (см. выше). Вообще запись (14) вы­
зывает возражение, поскольку коэффициен­
ты сорбции (сродство к твердой фазе) 
K i , j  не имеют постоянного значения и 
непонятно, каким способом определяются 
(два уравнения — четыре неизвестных). 
Таким образом, в настоящее время не име­
ется выражения для изотермы смеси ленг­
мюровского типа, которое являлось бы 
вполне адекватным и логически оправдан­
ным обобщением однокомпонентного урав­
нения сорбции, широко использующегося в 
литературе и подтвержденного экспери-

откуда следуют уравнения изотерм ленгмю- 
ровского типа, которые мы предлагаем 
для описания статики сорбции бинарных
смесей с учетом различных
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Уравнение типа (18) можно вывести и 
для трехкомпонентной системы, исходя из 
начальных условий, аналогичных (17), фи­
зический смысл которых также очевиден — 
тройная конкуренция компонентов за ме­
сто в твердой фазе, тогда

причем последний член неравенства необ­
ходимо отбросить, чтобы не нарушить ус­
ловие (24), и тогда область существования

при которой реализуется двухвол-
новой стационарный режим динамической
сорбции, окончательно примет вид

После этого уже нетрудно обобщить изо­
терму

Поскольку уравнения идеального ионооб- 
мена обладают «ленгмюровскими» свойст­
вами [18], то соотношение (21) можно 
использовать для эмпирического описания 
статики обмена равновалентных ионов. В 
случае обмена ионов произвольных заря­
дов исходные однокомпонентные уравнения 
необходимо модернизировать с учетом дей­
ствующих масс или аппроксимировать изо­
терму Никольского подходящей функцией 
и затем уже выводить многокомпонентное 
уравнение по изложенному выше принципу.

Для получения решения задачи динами­
ки сорбции бинарной смеси рассмотрим 
сначала случай равенства парциальных ем-
костей твердой фазы

Из (12) с учетом (22) получаем выра­
жение для определения неизвестной вели­
чины n*

1 — скачка концентрации менее 
сорбируемого компонента

При этом (h*>h2 υ*>υ2)  осуществляются 
скачок концентрации и обгон фронта менее 
сорбируемого вещества зоны смешанного 
фронта.
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В работах [8, 9] дается приближенное 
решение задачи равновесной динамики 
сорбции смеси двух веществ для случая 
D*

1 = D *
2 ,  а в [19] получены аналитиче­

ские выражения для профилей стационар­
ных фронтов равновесной динамики сорб­
ции смеси для случая линейного соотноше­
ния концентраций между компонентами в 
смешанной зоне:

Исследование более сложных задач рав­
новесной и особенно неравновесной дина­
мики сорбции смесей приводит к дифферен­
циальным уравнениям с неразделяющимися 
переменными, которые не имеют решений 
в квадратурах. Для преодоления этой труд­
ности возможны два пути. Первый путь — 
численное решение задач динамики сорб­
ции смесей с помощью ЭВМ — получил 
ныне широкое распространение [5, 10, 11, 
24]. Однако при сравнительно большом ко­
личестве параметров системы анализ за­
кономерностей и тенденций требует значи­
тельного количества расчетов частных слу­
чаев. Кроме того, собственный опыт таких 
расчетов на ЭВМ, даже по индивидуально 
разрабатываемым программам, показывает 
очень большую критичность некоторых 
уравнений динамики сорбции смесей к чис­
ленным методам решения в зависимости от 
задаваемой величины допустимой погреш­
ности. Второй путь — поиски приближен­
ных аналитических решений. Наиболее пло­
дотворными представляются нам поиски 
таких решений методом аппроксимирующих 
функций. Использование данного метода 
позволило получить приближенные анали­
тические решения ряда задач динамики 
ионного обмена и осаждения [12], а так­
же некоторых задач неравновесной дина­
мики сорбции бинарных смесей [13—15]. 
Отклонения этих решений от точных, по­
лученных численными методами на ЭВМ, 
даже в неблагоприятных случаях не пре­
вышают 3—5 %, что можно считать впол­
не удовлетворительным. Вместе с тем по­

лученные аналитические выражения дают 
возможность выявить общие взаимосвязи 
между поведением сорбционной системы и 
феноменологическими параметрами и лег­
ко адаптировать найденные закономерно­
сти к реальным условиям эксперимента.

На первом этапе развития нашей моде­
ли рассмотрим равновесную динамику 
сорбции бинарной смеси с учетом продоль­
ного размытия, которая описывается урав­
нениями (9) — (12) при изотерме (22). В 
стационарном режиме, переходя к коор­
динате z2=x—υ2t ,  после преобразований 
получаем [15] уравнение с неразделяющи- 
мися переменными

Решение уравнения (28) дает межкомпо­
нентное соотношение концентраций в жид­
кой фазе в смешанной зоне п1 = ψ(п2 ,  |ξ*, 
b i ) .  При ξ*=1 функция Ч'  линейна, при 

1 линейность нарушается. Применим 
к этому уравнению развиваемый нами ме­
тод и выразим искомое решение при ξ*≠1 
в виде аппроксимирующей функции

параметры которой вычисляем через крае­
вые значения аргументов и их производных
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— значения производных на 
концах интервала. Они определяются пу­
тем предельного перехода в соотношении 
(29) и имеют вид

Проверка качества аппроксимации про­
водилась по изложенной в [12—15] мето­
дике и показала, что относительное рас­
хождение решений по величине n1 (n2, ξ*)
не превышает 3-÷5 % в самом широком, 
имеющем физический смысл, интервале из­
менения параметров b i , D*

1 , D*
2, что 

можно считать весьма удовлетворительным 
для практического использования. На ри­
сунке представлены некоторые результаты 
расчетов.
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