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Аннотация. В работе представлены результаты по разработке матема-

тической и имитационной модели гидропневматической подвески заднего 

навесного устройства трактора. Обоснована актуальность работы в 

связи с распространением гидропневматических подвесок и необходимо-

стью повышения эффективности систем копирования рельефа поля и сни-

жения действующих динамических нагрузок. Представлена расчетная мо-

дель гидропневматической подвески, включающей гидроцилиндры и парал-

лельно подключенные к ним гидропневматические амортизаторы, включа-

ющие дроссели и газовые пружины. Приведена система уравнений движе-

ния поршня гидроцилиндра в зависимости от параметров гидропневмати-

ческой подвески и количества подключаемых гидропневматических аморти-

заторов. На основе допущения составлена упрощенная схема гидропневма-

тической подвески адаптера с противодавлением и соответствующая си-

стема уравнения для определения перемещения поршня гидроцилиндра. Мо-

дель включает изменение параметров внешнего воздействия на систему, а 

также параметров предварительной настройки гидропневматического ак-

кумулятора. Для оценки работоспособности разработанной модели со-

ставлена ее имитационная модель, которая была интегрирована в извест-

ную имитационную модель движения колесной машины с жесткой подвес-

кой. Представлены результаты моделирования движения трактора по 

полю с реальными геометрическими параметрами. По результатам моде-

лирования показана осциллограмма перемещения поршня гидроцилиндра в 

зависимости от параметров настройки гидропневматических аккумулято-

ров. Представлены выводы и направления дальнейших исследования по дан-

ному направлению. 

Ключевые слова: навесное устройство трактора; гидропневматическая 

подвеска; имитационная модель движения; система копирования рельефа 

поля. 

 



55 

GENERAL MODEL OF HYDRODYNAMIC SUSPENSION  

OF TRACTOR REAR LINKAGE DEVICE 

 

P. V. Sirotina, N. N. Pulyaevb, M. A. Lesikc, D. A. Fedorovaa 
a Don State Technical University, Rostov-on-don, Russian Federation 
b Russian State Agrarian University – Moscow Timiryazev Agricultural Academy, 

Moscow, Russian Federation 
с KZ Rostselmash LLC, Rostov-on-don, Russian Federation 

 

Abstract. The paper presents the results of the development of a mathemat-

ical and simulation model of the hydropneumatic suspension of tractor rear link-

age. The relevance of the work is substantiated in connection with the spread of 

hydropneumatic suspensions and the need to increase the efficiency of systems for 

following the field relief and reducing the existing dynamic loads. A computa-

tional model of a hydropneumatic suspension is presented, including hydraulic 

cylinders and hydropneumatic shock absorbers connected in parallel to them, in-

cluding throttles and gas springs. A system of equations of motion of a hydraulic 

cylinder piston is given depending on the parameters of the hydropneumatic sus-

pension and the number of connected hydropneumatic shock absorbers. Based on 

the assumption, a simplified diagram of the adapter's hydropneumatic suspension 

with back pressure and the corresponding equation system for determining the 

movement of the hydraulic cylinder piston have been compiled. The model in-

cludes changing the parameters of the external influence on the system, as well 

as the pre-setting parameters of the hydropneumatic accumulator. To assess the 

performance of the developed model, a simulation model was compiled, which 

was integrated into the well-known simulation model of the movement of a non-

suspension wheeled vehicle. The results of modeling the movement of a tractor 

across a field with real geometric parameters of evenness are presented. Based 

on the simulation results, an oscillogram of the movement of the hydraulic cylin-

der piston is shown depending on the settings of the hydropneumatic accumula-

tors. Conclusions and directions for further research in this area are presented. 

Keywords: tractor rear linkage; hydropneumatic suspension; motion simu-

lation model; field relief copying system. 

 

ВВЕДЕНИЕ 

В современных условиях одна из основных проблем агропро-

мышленного комплекса России заключается в повышении надеж-

ности и производительности тракторов сельскохозяйственного 

назначения [1, 2]. Современные модели навесных орудий трактора 

имеют массу, которая соответствует предельной грузоподъемности 

их навесных устройств. При эксплуатации таких машинно-
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тракторных агрегатов (МТА) в результате взаимодействием колес 

с неровностями опорного основания, а также собственных колеба-

ний МТА на эластичных шинах [1-3] формируются динамические 

нагрузка в 2…3 раза превышающие статические. Это приводит к 

отказам навесного устройства, повышению динамических нагру-

зок на корпус трактора и навесного агрегата, воздействию чрезмер-

ных вибрации на оператора. 

Внедрение гидропневматических подвесок заднего навесного 

устройства (ЗНУ) является достаточно распространенным техни-

ческим решением в мировом тракторостроении. При этом для раз-

работки и внедрения данного решения на отечественных предпри-

ятиях требуется создание соответствующих теоретических основ, 

позволяющих воспроизвести рабочий процесс и синтезировать эф-

фективные конструкции на ранних стадиях проектирования. Раз-

работка таких систем требует разрешения ряда задач, сводящихся 

к разработке методики расчета подобных систем, что является обя-

зательной составляющей при современных способах проектирова-

ния машин и обуславливает актуальность данной работы. 

ОСНОВНАЯ ЧАСТЬ 

На более ранних моделях тракторов ЗНУ работало продольно 

(рисунок 1,а) за счет обеспечения подвижности навесного устрой-

ства относительно корпуса трактора.  
 

    
а                                                             б 

Рисунок 1 – Перспективная модель колесного трактора RSM 1370 с 

навесным оборудованием (а) и его трехточечное заднее навесное 

устройство (б) 

 

Кинематическая связь между навесным агрегатом и тракто-

ром обеспечивается с помощью трехточечной навески (рисунок 

1,б) с гидропневматическим приводом, который обеспечивает не 
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только подвижность навески, но сглаживание и поглощение дина-

мических нагрузок, действующих на МТА.  

Однако в настоящее время, прежде всего, из-за технологиче-

ской целесообразности ЗНУ трактора работает за счет параллель-

ного подключения гидравлического цилиндра 3 и гидропневмати-

ческих амортизаторов (ГПА) 4 (рисунок 2,а), включающих дрос-

сели 5 и газовые пружины 6 (рисунок 2). Основным элементом 

ЗНУ трактора является ГПА с переменной структурой. Под пере-

менной структурой следует понимать различные конфигурации 

ГПА за счет изменения количества составляющих модулей их па-

раметров. Имеющиеся управляемые дроссели 5 позволяют изме-

нять параметры ГПА за счет изменения проходного сечения, а 

также давления в газовой полости ГПА. 
 

   6

5

 
а                                                                   б 

Рисунок 2 – Расчетная схема трактора с гидропневматической 

подвеской ЗНУ трактора (а) и блок ГПА (б) 

 

Таким образом, для снижения действующих динамических 

нагрузок и обеспечения процесса копирования рельефа местности 

с одной стороны требуется обеспечить высокую чувствительность 

и быстродействие системы, с другой, практически полное исклю-

чение гармонических колебаний после снятия нагрузки. Решение 

такой задачи в современном понимании требует составления соот-

ветствующих математических и имитационных моделей. 

Очевидно, что для управления движением выходных звеньев 

в исполнительном гидропневматическом приводе можно исполь-

зовать дроссельное регулирование расходов рабочей среды [3]. 

Для систем подвески современных ЗНУ с рабочей средой в виде 

жидкости формула для расчета расхода жидкости имеет вид: 
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𝑄 = μ ∙ 𝑓 ∙ √
2∆𝑝

ρ
, (1) 

где  𝜇 и 𝑓 – коэффициент расхода и площадь проходного сечения 

дросселя 5 (рисунок 2); ∆𝑝 – перепад давления в полости гидроци-

линдра 3 и полости газовой пружины 6; 𝜌 – плотность рабочей 

жидкости. 

При изучении и расчетах динамических характеристик рас-

сматриваемой системы гидромеханические процессы в ней проис-

ходят с изменяющимися во времени давлениями. Расход рабочей 

среды, поступающий в газовую пружину 6 с объемом V и с изме-

няющимися во времени границами, согласно уравнению неразрыв-

ности, можно найти в виде: 

𝑄 =
𝑑𝑉

𝑑𝑡
+
𝑉

𝐵
∙
𝑑𝑝

𝑑𝑡
, (2) 

где  𝑝 – давление среды, содержащейся в объеме 𝑉, т.е. в газовой 

пружине; 𝐵 – модуль объемный упругости среды. 

Составим расчетную схему гидропневматической рессоры, 

включающей гидроцилиндр, к штоковой и поршневой полости ко-

торого подключены ГПА переменной структуры (рисунок 3), и 

введем следующие обозначения: 𝑁 – количество ГПА в поршневой 

или штоковой полости; 𝑝1,  𝑝2 – давления в поршневой и штоковой 

полости гидроцилиндра соответственно; Г1, Г3, Г2𝑚−1 – газовые 

пружины, связанные с поршневой полостью гидроцилиндра; 𝑚 =
1, 2, …  𝑁; Г2, Г4, Г2𝑚 – газовые пружины, связанные со штоковой 

полостью гидроцилиндра; Д1, Д3, Д2𝑚−1 – дроссели перед ГПА Г1, 

Г3, Г2𝑚−1 ; Д2, Д4, Д2𝑚 – дроссели перед ГПА Г2, Г4, Г2𝑚; 𝑝1, 𝑝3, 

𝑝д 2𝑚−1 – давление на выходе дросселей Д1, Д3, Д2𝑚−1; 𝑝2, 𝑝4, 

𝑝д 2𝑚 – давление на выходе дросселя Д2, Д4, Д2𝑚; 𝑝г1, 𝑝г3, 𝑝г 2𝑚−1 

– давление в газовой полости ГПА поршневого контура Г1, Г3, 

Г2𝑚−1; 𝑝г2, 𝑝г4,  𝑝г 2𝑚 – давление в газовой полости ГПА штокового 

контура Г2, Г4, Г2𝑚; 𝑥 – перемещение поршня в гидроцилиндре; 

𝑦1, 𝑦3 𝑦2𝑚−1 – перемещение поршня в газовой полости ГПА Г1, Г3, 

Г2𝑚−1; 𝑦2, 𝑦4, , 𝑦2𝑚 – перемещение поршня в газовой полости ГПА 

Г2, Г4, Г2𝑚; S1, S2 – эффективная площадь поршня в поршневой и 

штоковой полости гидроцилиндра; 𝑆г1, 𝑆г3, 𝑆г 2𝑚−1 – эффективная 

площадь поршня в газовой полости ГПА поршневого контура Г1, 
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Г3, Г2𝑚−1; 𝑆г2, 𝑆г4, 𝑆г 2𝑚 – эффективная площадь поршня в газовой 

полости ГПА штокового контура Г2, Г4, Г2𝑚. 
 

Д1 Д3 Дkm-1

Fк

p1,

 S1

ПОРШНЕВОЙ

 КОНТУР

x p1 p1 p1
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 S2
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Д2 Д4 Д2m
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pД2 pД4 pД2m

Г2 Г4 Г2mpг1 pг3 pг2m

Sг2 Sг4 Sг2m

y3 y2
m

-1

y2 y4 y2
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Рисунок 3 – Расчетная схема гидропневматической подвески 

ЗНУ трактора с противодавлением 

 

Для системы гидропневматической подвески на рисунке 3 с 

учетом условия неразрывности выражения для расходов идеаль-

ной жидкостью (Q) в гидроцилиндре и полостях ГПА имеют вид: 

𝑄1 = 𝑆1 ∙ 𝑥̇; (3) 

𝑄2 = 𝑆2 ∙ 𝑥̇; (4) 

… 

𝑄д,2𝑚−1 = 𝜇2𝑚−1 ∙ 𝑓2𝑚−1sign(𝑝1 − 𝑝д,2𝑚−1) ∙ √
2|𝑝1−𝑝д,2𝑚−1|

𝜌
; 

𝑄д,2𝑚 = 𝜇2𝑚 ∙ 𝑓2𝑚sign(𝑝2 − 𝑝д,2𝑚) ∙ √
2|𝑝2−𝑝д,2𝑚|

𝜌
; 

(5) 

𝑄г,2𝑚−1 = 𝑆2𝑚−1 ∙ 𝑦̇2𝑚−1; 

𝑄г,2𝑚 = 𝑆2𝑚 ∙ 𝑦̇2𝑚. 
(6) 

Уравнения для давлений в полостях гидроцилиндра имеют 

вид: 
𝑑𝑝1

𝑑𝑡
=

𝑄1−𝑄д1−𝑄д3−...−𝑄д,2𝑚−1

𝐾упр1
=

𝑄1−∑ 𝑄д,2𝑚−1
𝑁
𝑚=1

𝐾упр1
 ; (7) 

𝐾упр1 =
𝑉2𝑚−1+𝑆1∙|𝑥|∙sign(𝑥)

𝐸цил
 ; (8) 

𝑑𝑝2

𝑑𝑡
=

−𝑄2+∑ 𝑄д,2𝑚
𝑁
𝑚=1

𝐾упр2
; (9) 
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𝐾упр2 =
𝑉2𝑚+𝑆2∙|𝑥|∙sign(𝑥)

𝐸цил
, (10) 

где  𝐾упр1  и 𝐾упр2  – коэффициент упругости поршневой и штоко-

вой полости гидроцилиндра с жидкостью; 𝐸цил – приведенный 

объемный модуль упругости рабочей жидкости в газовой пружине; 

𝑉𝑉2𝑚−1, 𝑉𝑉2𝑚 – объем рабочей жидкости, оставшейся соответ-

ственно в поршневой и штоковой полости гидроцилиндра при 

нахождении поршня в крайних положениях. 

Уравнения для давлений в полостях ГПА имеют вид: 
𝑑𝑝д,2𝑚−1

𝑑𝑡
=

𝑄д,2𝑚−1−𝑄г,2𝑚−1

𝐾упрг,2𝑚−1
; (11) 

где 

𝐾упрг,2𝑚−1 =
𝑉м,2𝑚−1+𝑆г,2𝑚−1∙|𝑦2𝑚−1|∙sign(𝑦2𝑚−1)

𝐸г,2𝑚−1
; (12) 

𝑑𝑝д,2𝑚

𝑑𝑡
=

𝑄д,2𝑚−𝑄г,2𝑚

𝐾упрг,2𝑚
, (13) 

где 

𝐾упрг,2𝑚 =
𝑉м,2𝑚+𝑆г,2𝑚∙|𝑦2𝑚|∙sign(𝑦2𝑚)

𝐸г,2𝑚
; (14) 

𝑝г,2𝑚−1 = 𝑝0г,2𝑚−1 ∙ (
𝑉0г,2𝑚−1

𝑉0г,2𝑚−1−𝑦2𝑚−1∙𝑆г,2𝑚−1
)
𝑛

; (15) 

𝑝г,2𝑚 = 𝑝0г,2𝑚 ∙ (
𝑉0г,2𝑚

𝑉0г,2𝑚+𝑦2𝑚∙𝑆г,2𝑚
)
𝑛

; (16) 

где  𝐾упрг,2𝑚−1 и 𝐾упрг,2𝑚 – коэффициент упругости полости с жид-

костью поршневого и газового контура; 𝐸г,2𝑚−1 и 𝐸г,2𝑚 – приведен-

ный объемный модуль упругости рабочей жидкости в поршневом 

и газовом контуре; 𝑉м1, 𝑉м,2𝑚−1, 𝑉м,2𝑚 – объем рабочей жидкости, 

оставшейся соответственно в газовых пружинах при нахождении 

их поршней в крайних положениях; n – показатель политропного 

процесса; 𝑝0г,2𝑚−1  – давление газа в момент времени t = 0 в ГПА 

соответственно поршневого и штокового контура. 

Движение поршня гидроцилиндра совместно с адаптером 

описывается выражением: 

𝑚𝑛 ∙
𝑑2𝑥

𝑑𝑡2
= −𝑝1 ∙ 𝑆1 + (𝑝2 ∙ 𝑆2 + 𝐹к − 𝐹тр), (17) 

где 𝑚𝑛 – приведенная к поршню гидроцилиндра масса подвиж-

ной части и рабочей жидкости; 𝐹к – внешняя нагрузка на поршень 

гидроцилиндра; 𝐹к – сила трения [4]. 
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Движение поршней ГПА описывается уравнениями: 

𝑚𝑛−𝑝,2𝑚−1 ∙
𝑑2𝑦2𝑚−1

𝑑𝑡2
= (𝑝д,2𝑚−1 − 𝑝г,2𝑚−1) ∙ 𝑆г,2𝑚−1 −

𝐹тр,2𝑚−1; 
(18) 

𝑚𝑛−𝑝,2𝑚 ∙
𝑑2𝑦2𝑚

𝑑𝑡2
= (−𝑝д,2𝑚 + 𝑝г,2𝑚) ∙ 𝑆г,2𝑚 − 𝐹тр,2𝑚, (19) 

где  𝑚𝑛−𝑝,2𝑚−1 и 𝑚𝑛−𝑝,2𝑚 – приведенная масса поршней раздели-

телей ГПА соответственно в поршневом и штоковом контуре; 

𝐹тр,2𝑚−1, 𝐹тр,2𝑚 – сила трения в соответственно в поршневом и 

штоковом контуре. 

Таким образом, система уравнений (3-19) замкнутая – число 

неизвестных совпадает с числом уравнений. Система уравнений 

(3-19) описывает в принципе рабочие процессы, протекающие в 

пневмогидравлической подвеске адаптера с противодавлением. 

Количество уравнений и неизвестных определяется количеством 

модулей гидропневматической системы. К неизвестным следует 

отнести 

𝑥, 𝑦2𝑁−1, 𝑦2𝑁 , 𝑝1, 𝑝2, 𝑝д,2𝑁−1, 𝑝д,2𝑁, 𝑝г,2𝑁−1, 𝑝г,2𝑁, 

𝑄1, 𝑄2, 𝑄д,2𝑁−1, 𝑄д,2𝑁, 𝑄г,2𝑁−1, 𝑄г,2𝑁 . 
(20) 

Очевидно, что при 𝑁 = 1 число уравнений равно 15, при 𝑁 =
2 число неизвестных 25, при 𝑁 = 3 число неизвестных 35 и т.д. 

Если исключить из системы уравнений вспомогательные неизвест-

ные, а оставить только 𝑥, 𝑦2𝑁−1, 𝑦2𝑁, то получим базовую систему 

дифференциальных уравнений по Второму закону Ньютона: при 

𝑁 = 1 – 3 уравнения; при 𝑁 = 2 – 5 уравнений; при 𝑁 = 3 – 7 урав-

нений и т.д. 

Система уравнений (3-19) позволяет решать для рассматрива-

емой гидропневматической системы вторую задачу динамики, т.е. 

для случая, когда определена внешняя сила 𝐹к(𝑡) как функция вре-

мени и заданы начальные условия: 

𝑥(0), 𝑦2𝑁(0), 𝑦2𝑁−1(0), 𝑥̇(0), 𝑦̇2𝑁(0), 𝑦̇2𝑁−1(0). (21) 

Тогда решение задачи будет сведено к расчету: 

𝑥(𝑡), 𝑦2𝑁(𝑡), 𝑦2𝑁−1(𝑡). (22) 

Решение уравнений (3-19) для гидропневматической под-

вески адаптера с несколькими ГПА является сложной задачей, тре-

бующей значительных вычислительных ресурсов, а также учета 

ряда неопределенностей. С целью упрощения расчетной модели 
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рассмотрим модель гидропневматической подвески, имеющей по 

одному ГПА на штоковом и поршневом контуре (рисунок 4), т.е. 

ГПА с противодавлением 5. 
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ПОРШНЕВОЙ

 КОНТУР

ШТОКОВЫЙ 

КОНТУР
 

Рисунок 4 – Упрощенная расчетная схема 

гидропневматической подвески с противодавлением 

 

Если исключить из расчета силы сопротивления и ограниче-

ния в виде упоров и противодавления газа уравнения расходов бу-

дут иметь вид: 

𝑄1 = 𝑆1 ∙ 𝑥̇; (23) 

𝑄2 = 𝑆2 ∙ 𝑥̇; (24) 

𝑄1 = 𝜇1 ∙ 𝑓1sign(𝑝1 − 𝑝3)√
2|𝑝1−𝑝3|

𝜌
; (25) 

или 

𝑝1 = 𝑝3 + sign(𝑥̇) [
𝑆1∙𝑥̇

𝜇1∙𝑓1
]
2
∙
𝜌

2
; (26) 

𝑄2 = 𝜇2 ∙ 𝑓2sign(𝑝2 − 𝑝4)√
2|𝑝2−𝑝4|

𝜌
; (27) 

или 

𝑝2 = 𝑝4 − sign(𝑥̇) [
𝑆2∙𝑥̇

𝜇2∙𝑓2
]
2
∙
𝜌

2
; (28) 

𝑝г1 = 𝑝0г1 ∙ [
𝑉0г1

𝑉0г1−𝑦1∙𝑆г1
]
𝑛

= 𝑝0г1 ∙ [
𝑉0г1

𝑉0г1−𝑥∙𝑆1
]
𝑛

. (29) 

          Из (29) видно, что 𝑦1 ∙ 𝑆г1 = 𝑥 ∙ 𝑆1, тогда закон сохранения 

расхода: 

𝑦1 =
𝑥∙𝑆1

𝑆г1
; (30) 
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𝑝г2 = 𝑝0г2 ∙ [
𝑉0г2

𝑉0г2+𝑦2∙𝑆г2
]
𝑛

= 𝑝0г2 ∙ [
𝑉0г2

𝑉0г2+𝑥∙𝑆2
]
𝑛

; (31) 

и 

𝑦2 ∙ 𝑆г2 = 𝑥 ∙ 𝑆2;  

𝑦2 = −
𝑥∙𝑆2

𝑆г2
. (32) 

Видно, что при 𝑥 > 0, 𝑦1 > 0, 𝑦2 < 0 от положения статиче-

ского равновесия 𝑥 = 0, 𝑦1 = 0, 𝑦2 = 0 при действии статической 

силы 𝐹0. При приложении силы 𝐹0 на шток гидроцилиндра выпол-

няется условие: 

𝐹0 = −𝑝1 ∙ 𝑆1 + 𝑝2 ∙ 𝑆2. 

В этом случае 𝑥̇ = 0. 
𝑝г1 = 𝑝3 = 𝑝0г1; 

𝑝г2 = 𝑝4 = 𝑝0г2; 

𝑝1 = 𝑝3;  𝑝2 = 𝑝4; 

 

𝐺 = −𝑝г1 ∙ 𝑆1 + 𝑝г2 ∙ 𝑆2. (33) 

Динамические уравнения следуют со Второго закона Нью-

тона: 

{

𝑚𝑛𝑥̈ = 𝑝2 ∙ 𝑆2 + 𝐺 + 𝐹к(𝑡) − 𝑝1 ∙ 𝑆1 − 𝐹тр − 𝐹уп;

𝑚𝑛−𝑝,2𝑚−1 ∙ 𝑦̈1 = (𝑝3 − 𝑝г1) ∙ 𝑆г1 − 𝐹тр1 ;

𝑚𝑛−𝑝,2𝑚 ∙ 𝑦̈2 = (𝑝4 − 𝑝г2) ∙ 𝑆г2 − 𝐹тр2 ,

  

где  𝐹к(𝑡) – сила, действующая на ГПА; 𝐹тр – сила трения; 𝐹тр – 

сила от ограничителей крайних положений. 

Если исключить из расчета силы сопротивления трения и 

ограничения в виде упоров и противодавления газа уравнения рас-

ходов будут иметь вид: 

{
 
 

 
 
𝑚𝑛𝑥̈ = 𝑝2 ∙ 𝑆2 + 𝐹0 + 𝐹к(𝑡) − 𝑝1 ∙ 𝑆1;
𝑆1
𝑆г1

∙ 𝑚𝑚𝑛−𝑝,2𝑚−1
∙ 𝑥̈1 = (𝑝3 − 𝑝г1) ∙ 𝑆г1;

−
𝑆2
𝑆г2

∙ 𝑚𝑛−𝑝,2𝑚 ∙ 𝑥̈ = (𝑝4 − 𝑝г2) ∙ 𝑆г2;

 (34) 

𝑝4 = 𝑝2 + sign(𝑥̇) [
𝑆2∙𝑥̇

𝜇2∙𝑓2
]
2
∙
𝜌

2
; (35) 

𝑝3 = 𝑝1 − sign(𝑥̇) [
𝑆1∙𝑥̇

𝜇1∙𝑓1
]
2
∙
𝜌

2
; (36) 
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𝑝г1 = 𝑓1(𝑥); 𝑝г2 = 𝑓2(𝑥). (37) 

Система 3-х уравнений (34) с тремя неизвестными 𝑥, 𝑝1, 𝑝2, 

при это в ней есть известная функция времени 𝐹к(𝑡) . 
Систему (34) перепишем в виде: 

{
 
 

 
 

𝑚𝑛𝑥̈ = 𝑝2 ∙ 𝑆2 + 𝐺 + 𝐹к(𝑡) − 𝑝1 ∙ 𝑆1;

𝑚𝑛−𝑝,2𝑚−1 ∙
𝑆1
𝑆г1

∙ 𝑥̈ = {𝑝1 − sign(𝑥̇) [
𝑆1 ∙ 𝑥̇

𝜇1 ∙ 𝑓1
]
2

∙
𝜌

2
− 𝑓1(𝑥)} ∙ 𝑆г1;

−𝑚𝑛−𝑝,2𝑚 ∙
𝑆2
𝑆г2

∙ 𝑥̈ = {𝑝2 + sign(𝑥̇) [
𝑆2 ∙ 𝑥̇

𝜇2 ∙ 𝑓2
]
2

∙
𝜌

2
− 𝑓2(𝑥)} ∙ 𝑆г2.

 (38) 

Исключим в этой системе неизвестные 𝑝1, 𝑝2. Для этого вто-

рое уравнение умножим на 𝑆1 и разделим на 𝑆г1. Третье уравнение 

умножим на 𝑆2 и разделим на 𝑆г2. Получим: 

𝑚𝑛−𝑝,2𝑚−1 ∙
𝑆1
2

𝑆г1
2
∙ 𝑥̈ = 𝑝1 ∙ 𝑆1 − sign(𝑥̇) [

𝑆1 ∙ 𝑥̇

𝜇1 ∙ 𝑓1
]
2

∙ 𝑆1 ∙
𝜌

2
− 𝑓1(𝑥) ∙ 𝑆1; 

𝑚𝑛−𝑝,2𝑚 ∙
𝑆2
2

𝑆г2
2
∙ 𝑥̈ = −𝑝2 ∙ 𝑆2 − sign(𝑥̇) [

𝑆2 ∙ 𝑥̇

𝜇2 ∙ 𝑓2
]
2

∙ 𝑆2 ∙
𝜌

2
+ 𝑓2(𝑥) ∙ 𝑆2. 

(39) 

Далее прибавим к первому уравнению обе части первого 

уравнения и обе части второго уравнения системы (39). В резуль-

тате получим одно уравнение движения: 

𝑥̈ ∙ [𝑚𝑛 +𝑚𝑛−𝑝,2𝑚−1 ∙
𝑆1
2

𝑆г1
2
+𝑚𝑛−𝑝,2𝑚 ∙

𝑆2
2

𝑆г2
2
] = 

= 𝐹0 + 𝐹к(𝑡) − sign(𝑥̇) [
𝑆1 ∙ 𝑥̇

𝜇1 ∙ 𝑓1
]
2

∙ 𝑆1 ∙
𝜌

2
− 𝑓1(𝑥) ∙ 𝑆1 − 

−sign(𝑥̇) [
𝑆2∙𝑥̇

𝜇2∙𝑓2
]
2
∙ 𝑆2 ∙

𝜌

2
+ 𝑓2(𝑥) ∙ 𝑆2. 

(40) 

Это уравнение можно записать в более компактном виде: 

𝑥̈ ∙ 𝑀 = 𝐹0 + 𝐹к(𝑡) − 𝛷(𝑥) − 𝑥̇
2sign(𝑥̇) ∙ 𝐵, (41) 

где 

𝑀 = 𝑚𝑛 +𝑚𝑛−𝑝,2𝑚−1 ∙
𝑆1
2

𝑆г1
2
+𝑚𝑛−𝑝,2𝑚 ∙

𝑆2
2

𝑆г2
2
; 

𝛷(𝑥) = −𝑓2(𝑥) ∙ 𝑆2 + 𝑓1(𝑥) ∙ 𝑆1; 

𝐵 = [
𝑆1
3

𝜇1
2 ∙ 𝑓1

2 +
𝑆2
3

𝜇2
2 ∙ 𝑓2

2] ∙
𝜌

2
; 

 

С учетом направления движения поршня вверх или вниз 

можно записать: 
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𝑥̈ + 𝑛𝑥̇|𝑥̇| + 𝛷∗(𝑥) =
𝐹0
𝑀
+
𝐹к(𝑡)

𝑀
, (42) 

где   𝛷∗(𝑥) =
𝛷(𝑥)

𝑀
 ; 𝑛 =

𝐵

𝑀
.  

Уравнение (41) необходимо решать при начальных условиях: 

𝑥 = 0; 𝑥̇ = 0 при 𝑡 = 0. Это, согласно изученной литературе, вто-

рая задача динамики материальной точки, т.е. задача определения 

решения 𝑥 = 𝑥(𝑡). 
Систему уравнений (23-41) или уравнение (41) можно решать 

численно или аналитически. Аналитическое решение распадается 

на две задачи: о затухающих свободных колебаниях, либо о вынуж-

денных колебаниях системы. 

ОБСУЖДЕНИЕ 

Таким образом, разработанная математическая модель позво-

ляет определить перемещение подвижных частей гидропневмати-

ческой подвески и в отличии от известных моделей [6-10] вклю-

чает несколько модулей ГПА поршневой и штоковой полости, а 

также позволяет учитывать индивидуальные параметры каждого 

дросселя и газовой пружины.  

Для оценки работоспособности разработанной модели гид-

ропневматической подвески ЗНУ трактора проведено теоретиче-

ское исследование. Для чего система уравнений (23-41) была пре-

образована в имитационную модель ЗНУ трактора в среде модели-

рования Matlab Simulink и интегрирована в разработанную ранее 

имитационную модель самоходной бесподвесочной машины с ко-

лесным движителем [11, 12]. Эта модель воспроизводит основные 

динамические нагрузки, действующие на корпус трактора [13-15], 

и соответствует общепринятым в транспортном машиностроении 

подходам [16-18].  

Моделирование проводили для случаев движения трактора по 

стерне озимой пшеницы со скоростью 5 км/ч. Для моделирования 

в соответствие с работой [19] приняты следующие геометрические 

параметра микропрофиля опорной поверхности: максимальная 

высота неровностей – 0,074169 м; минимальная высота неровно-

стей – 0,049164 м; среднеквадратическое отклонение – 0,024431 м; 

дисперсия – 0,000597 м2. В модели приняты геометрические и мас-

согабаритные параметры трактора RSM 1370 [7]. Имитационная 
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модель гидропневматической подвески с противодавлением соот-

ветствовала расчетной на рисунке 4 и имела следующие пара-

метры: диаметр поршня – 63 мм, диаметр штока – 90 мм. ГПА 

имели следующие параметры: объем – 750 см3; давление газовой 

полости (𝑝г) – от 3 до 4 мПа.  

В результате имитационного моделирования построены ос-

циллограммы перемещений поршня гидроцилиндра для различ-

ных вариантов настройки гидропневматической подвески. Так, для 

случая, когда давление в газовой полости ГПА составляет 3 мПа, 

амплитуда перемещения поршня гидроцилиндра составляет 

0,07 м. С увеличением 𝑝г ожидаемо уменьшается амплитуда пере-

мещений поршня гидроцилиндра до 0,04 м (рисунок 5).  
 

2 4 60 10 12 t , s

x, m

8 14

1

2

0,5

0,15

0,1

 
Рисунок 5 – Осциллограмма, полученная по результатам  

имитационного моделирования перемещений поршня гидроцилиндра 

для случаев, когда 𝒑г: 1 – 3 мПа; 2 – 5 мПа 

 

В целом полученные значения перемещений гидроцилиндра 

соответствуют результатам экспериментальных замеров на анало-

гичных колесных тракторах и других сельскохозяйственных ма-

шин с навесным рабочим органом [20]. 

ВЫВОДЫ 

1. Полученная математическая модель гидропневматической 

подвески ЗНУ трактора обеспечивает возможность на ранних ста-

диях проектирования определить технический облик ГПА, опти-

мизировать их параметры исходя из компоновки, массогабаритных 

и инерциальных характеристик трактора. Предложенная математи-

ческая модель может быть использована для проектирования ЗНУ 

трактора, а также для систем стабилизации движения на основе 

принципа диссипативного динамического гашения.  
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2. Разработанные математическая и имитационная модели 

гидропневматической подвески ЗНУ трактора, могут быть инте-

грированы как подсистемы известных имитационных моделей са-

моходных транспортно-технологических машин и оборудования. 

Проведенная оценка работоспособности модели показывает доста-

точную сходимость расчетных данных и результатов моделирова-

ния. В последующих работах совершенствование модели необхо-

димо вести в части учета сил трения между сопрягаемыми элемен-

тами системы, гидродинамических процессов в рабочей жидкости, 

а также изучения влияния структуры ГПА на эффективность си-

стемы. 
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