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Аннотация.  Цель исследований – нахождение, прогнозирование и регулирование 
температурно-влажностного режима почвы для условий лучистого отопления культивационных 
сооружений с применением потолочных инфракрасных излучателей темного типа. 
Представлена система дифференциальных уравнений (в размерном и безразмерном 
видах), отражающая взаимосвязь тепловых и массообменных процессов в коллоидных 
капиллярно-пористых телах в случае поверхностного лучистого обогрева. Рассмотрено частное 
аналитическое решение данной системы дифференциальных уравнений для полуограниченного 
тела при исключении явления термовлагопроводности и пародиффузионных процессов. 
На примере фрезерного торфа с учетом исходных данных получено решение краевой задачи 
тепломассопереноса методом источников, представляющее собой одномерные нестационарные 
поля влагосодержания и температуры. Установлено, что при заданных начальных и граничных 
условиях, а также с учетом теплофизических свойств фрезерного торфа достижение требуемого 
значения влагосодержания произойдет через 6 ч, температуры – через 3 ч. Регулируя тепловую 
мощность источника инфракрасного излучения, а значит, и интенсивность испарения влаги 
с поверхности почвы в окружающую среду, можно управлять скоростью прогрева и сушки 
слоя (например, для определения времени или периодичности полива почвы). Для уточнения 
значений влагосодержания и температуры почвы по координате и во времени представляется 
целесообразным рассмотрение аналитических решений, учитывавших не только основные, 
но и сопряженные процессы диффузии теплоты и массы.
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Annotation.  The purpose of the research is to find, predict and regulate the temperature 
and humidity regime of the soil for the conditions of radiant heating of cultivation facilities using 



ПРИРОДООБУСТРОЙСТВО 4’ 2023

16

Мелиорация, водное хозяйство и агрофизика

Павлов М.В., Карпов Д.Ф. Решение краевой задачи тепломассопереноса методом источников для условий 
лучистого обогрева почвы

dark-type ceiling infrared emitters. A system of differential equations (in dimensional and dimensionless 
forms) is presented, reflecting the relationship of thermal and mass transfer processes in colloidal 
capillary-porous bodies in the case of surface radiant heating. A partial analytical solution of this system 
of differential equations for a semi-bounded body is considered with the exclusion of the phenomenon 
of thermal and thermal conductivity and period diffusion processes. On the example of milling peat, 
taking into account the initial data, the solution of the boundary value problem of heat and mass transfer 
by the method of sources is obtained, which is one-dimensional non-stationary fields of moisture content 
and temperature. It is established that under the given initial and boundary conditions, as well as taking 
into account the thermophysical properties of milling peat, the required moisture content will be achieved 
in six hours, the temperature in three hours. By adjusting the thermal power of the infrared radiation 
source, and, therefore, the intensity of moisture evaporation from the soil surface into the environment, 
it is possible to control the rate of heating and drying of the layer (for example, to determine the time or 
frequency of watering the soil). To clarify the values of moisture content and soil temperature by coordinate 
and over time, it seems expedient to consider analytical solutions that took into account not only basic, but 
also conjugate processes of heat and mass diffusion.

Keywords: temperature and humidity conditions, heat and mass transfer, source method, colloidal 
capillary-porous body, radiant heating, cultivation structure, greenhouse, soil, milling peat
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Введение.  Для благоприятного роста, 
развития и плодоношения растений, выращи-
вания рассады в культивационных сооружени-
ях (промышленных теплицах, оранжереях и т.п.) 
требуется поддерживать не только температуру 
и влажность воздуха в помещении, но и темпе-
ратурно-влажностный режим почвы [1]. Тра-
диционные способы отопления, основанные 
на конвективном обогреве внутреннего воздуха 
с целью поддержания требуемых микрокли-
матических условий в культивационных соо-
ружениях, имеют ряд недостатков [2]: нераци-
ональные энергетические затраты на единицу 
выращенной сельскохозяйственной продукции; 
высокие первоначальные финансовые затраты 
на приобретение необходимого оборудования 
и материалов; тепловая инерционность сис-
темы обогрева и др. Однако такие технологии, 
как прогрев почвы с применением подземных 
трубопроводных систем, в которых циркулирует 
теплоноситель (горячая вода, водяной пар), так-
же не зарекомендовали себя ввиду дороговизны 
и критических последствий в случае аварийной 
ситуации и тепловой инерционности инженер-
ного оборудования. Поэтому применение пото-
лочных инфракрасных излучателей в качестве 
источников теплоты в системах отопления куль-
тивационных сооружений становится все более 
актуальным [3].

Благодаря принципу действия, экологич-
ности и энергоэффективности использования 
лучистый обогрев почвы с помощью источников 
инфракрасного излучения на сегодняшний день 

является одним из самых совершенных и пер-
спективных видов отопления в мире [4].

Материалы  и  методы  исследований. 
Вследствие создания новых способов обогрева 
культивационных сооружений вопросы нахож-
дения, прогнозирования и регулирования тем-
пературно-влажностного режима почвы остаются 
открытыми и актуальными для теории тепломас-
сообмена [5-8]. Для реализации подобного много-
гранного комплекса задач совершенно недоста-
точны принятые способы их формулирования, 
решения и анализа. Исходные уравнения и гра-
ничные условия, а, следовательно, и конечные 
формулы должны соответствующим образом от-
ражать физику происходящих процессов [9]. Пра-
вильное решение подобных задач требует допол-
нительных знаний о теплофизических свойствах 
почвы, характеризующих способность материала 
к диффузии энергии и вещества, а также о тепло-
массообменных процессах, происходящих на гра-
нице раздела фаз «Почва-окружающая среда». 
Применение классических решений задачи те-
пломассопереноса для объекта исследования – 
почвы – с учетом особенностей лучистого отопле-
ния позволит предупредить возможные откло-
нения параметров среды от оптимальных (или 
допустимых) значений и предотвратить гибель 
сельскохозяйственной продукции.

Возможности прогнозирования темпе-
ратурно-влажностного режима почвы связаны 
с аналитическим описанием диффузии тепло-
ты и массы в коллоидном капиллярно-пори-
стом теле. «Отображение» реальных процессов, 
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происходящих в слое почвы с учетом внешних 
и внутренних факторов, заключается в составле-
нии и решении системы взаимосвязанных диф-
ференциальных уравнений тепломассопереноса 
в частных производных [10]. Решение системы 
взаимосвязанных дифференциальных уравне-
ний представляет определенные математические 
трудности. Лишь в редких случаях удается полу-
чить точные аналитические решения [11].

Система дифференциальных уравнений 
тепломассопереноса при лучистом обогреве почвы 
имеет следующий вид (математический вывод 
данных уравнений представлен в работе [12]):

 ∂
= ∇ + ∇

∂
2 2

W W
W a W a tδ
τ

; (1)

 ∂ ∂
= ∇ +

∂ ∂
2

t
m

t r Wa t
c
ε

τ τ
, (2)

где W  – влагосодержание, / ;êã êã  t – температура, ° ;C  τ  – 
время, с; Wa  – коэффициент диффузии, 2 / ;ì ñ  ä – термогра-
диентный коэффициент, °1 / ;C  ta  – коэффициент температу-
ропроводности, 2 / ;ì ñ  r – теплота парообразования, / ;Äæ êã  
ε  – критерий фазового превращения; mc  – удельная массовая 
теплоемкость, ( )⋅/ .Äæ êã Ê

Уравнение массопереноса (1) учитывает 
диффузию влаги за счет не только разности вла-
госодержаний W в двух координатах почвы (диф-
ференциальный закон Фика), но и разности 
температур t (явление термовлагопроводности). 
Уравнение теплопереноса (2), включая диффе-
ренциальный закон теплопроводности Фурье, 
показывает, что с движением вещества (в виде 
водяного пара) также происходит перемещение 
тепловой энергии.

Дифференциальные уравнения тепломас-
сопереноса (1) и (2) в безразмерной (критериаль-
ной) форме будут иметь соответственно вид (мате-
матический вывод данных уравнений представ-
лен в работе [12]):
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 – безразмерная температура; tí 
и tê – начальная и конечная температура почвы соответ-
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τ – массообменное число Фурье; 

= 2
t

t
aFo
h
τ  – теплообменное число Фурье; h – толщина (глу-

бина) слоя почвы, м; =
z
h

ξ  – безразмерная координата; 
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=

-
t tPn

W W
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í ê

 – число П основа; =*  Ko Koε – модифициро-

ванное число Коссовича; ( )
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-
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-m

r W WKo
c t t
ε í ê

ê í

 – число Коссо-

вича; = W

t

aLu
a

 – число Лыкова (Льюиса).

Результаты и их обсуждение. Дано по-
луограниченное тело – почва (рис. 1) при началь-
ном влагосодержании ,Wí  / .êã êã  С поверхности 
почвы в течение времени τ  под воздействием лу-
чистого обогрева испаряется влага в окружающую 
среду с интенсивностью во времени i, ( )⋅2/ .êã ì ñ  
Изменение влагосодержания происходит в одном 
направлении – вдоль оси 0 .z  Требуется опреде-
лить распределение влагосодержания ( ), .W z τ

При лучистом обогреве интенсивность ис-
парения влаги с поверхности почвы может быть 
определена следующим образом [13]:
 ( )= - ,i p pβ ï ñ  ( )⋅2/ ,êã ì ñ  (5)
где β  – коэффициент массоотдачи, ( )⋅/ ,êã Í ñ  который 
рассчитывается через критериальные уравнения подобия 
массообменных процессов либо приближенно вычисля-
ется по формуле Льюиса [14]; pï и pñ – соответственно пар-
циальное давление водяного пара на поверхности почвы 
и вдали от нее (в окружающей среде), 2/ .Í ì

Задача массопереноса методом источников 
сводится к решению дифференциального урав-
нения (1) при отсутствии термодиффузии влаги, 
то есть при условии = 0.δ  В таком случае условия 
однозначности для решения задачи массоперено-
са в слое почвы будут иметь вид:

 ( ) ( )∂ ∂
=

∂ ∂

2

2
, , 

W
W z W za

z
τ τ

τ
 ( )> < < ∞ ;0;0 zτ  (6)

 ( ) =,0 ;W z Wí  (7)

 ( )∂
+ =

∂
0, 0W

Wa i
z
τρ ; (8)

 ( )∞ =,W Wτ í, 
( )∂ ∞

=
∂

, 0W
z
τ , (9)

где ρ – плотность скелета почвы, 3/ .êã ì

Рис. 1. Постановка краевой задачи 
массопереноса

Fig. 1. Formulation of the boundary value problem 
of mass transfer
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Решение дифференциального уравне-
ния (6) при начальных (7) и граничных (8), (9) 
условиях известно и имеет вид [15]:

 ( ) ( )= - 1
2,  

W

iW z W ierfc u
a
ττ

ρí ; (10)

 ( ) ( )-= -
2
1

1 1 1
1  uierfc u e u erfc u
π

; (11)

 =1 2 W

zu
a τ

; (12)

( )-  Θ = =  -  

, 12  
2W W

W

W W z Ki Fo ierfc
W W Fo

τí

í ê

, (13)

где 
( )

=
-W

W

izKi
a W Wρ í ê

  – массообменный критерий Кирпичева.

Представим решение краевой задачи 
массопереноса методом источников на при-
мере фрезерного торфа (рис. 2) со следующи-
ми исходными данными: = 374 / ;ρ êã ì  -= ⋅ 8 22 10 / ; Wa ì ñ 

-= ⋅ 8 22 10 / ; Wa ì ñ  = 3,7 / ;Wí êã êã  =1,0 / ;Wê êã êã   
( )-= ⋅ ⋅6 2170 10 / . i êã ì ñ

Дано полуограниченное тело – почва (рис. 3) 
при начальной температуре ,tí  °C. Под воздей-
ствием лучистого обогрева плотностью ,q  2 ,/Âò ì  
поверхность почвы нагревается в течение 

времени .τ  Изменение температуры происходит 
в одном направлении – вдоль оси 0 .z  Требуется 
найти распределение температуры ( )  , .t z τ

Величина плотности лучистого обогрева 
почвы может быть найдена через уравнение ра-
диационного баланса поверхности почвы [16]:

 ( )= - - -inf1
100 vp conv

Aq q q q , 2 ,/Âò ì  (14)

где A – альбедо деятельной поверхности почвы, %;  infq – плот-
ность теплового потока от источника инфракрасного излу-
чения, 2/ ;Âò ì  vpq  – плотность теплового потока, расходуемая 
на испарение влаги с поверхности почвы (прямо пропорцио-
нальна интенсивности испарения влаги с поверхности почвы 
i), 2/ ;Âò ì  convq  – плотность теплового потока в результате кон-
вективного теплообмена между поверхностью почвы и окружа-
ющей средой, 2/ ,Âò ì  определяемая по уравнению Ньютона.

Задача теплопереноса методом источников 
сводится к решению дифференциального уравне-
ния (2) при отсутствии пародиффузионных про-
цессов, то есть при условии = 0.ε  В таком случае 
условия однозначности для решения задачи те-
плопереноса в слое почвы будут иметь вид:

 ( ) ( )∂ ∂
=

∂ ∂

2

2
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t
t z t za

z
τ τ

τ
 ( )> < < ∞ ;0;  0 zτ  (15)

 ( ) =,0t z tí; (16)

 ( )∂
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∂
0, 0t q
z
τλ ; (17)

 ( )∞ =,t tτ í, 
( )∂ ∞

=
∂

, 0t
z
τ , (18)

где λ – коэффициент теплопроводности почвы, ( )⋅/ .Âò ì Ê

Решение дифференциального уравне-
ния (15) при начальных (16) и граничных (17), (18) 
условиях известно и имеет вид [17]:

 ( ) ( )= + 2
2,  t
qt z t a ierfc uτ τ
λí ; (19)

 ( ) ( )-= -
2
2

2 2 2
1 uierfc u e u erfc u
π

; (20)

 =2 2 t

zu
a τ

; (21)

( ) -  = =  -  

, 12  
2t t

t

t z tT Ki Fo ierfc
t t Fo
τ í

ê í

, (22)

где 
( )

=
-t

qzKi
t tλ ê í

 – теплообменный критерий Кирпичева.

Представим решение краевой задачи тепло-
переноса методом источников на примере фрезерно-
го торфа (рис. 4) со следующими исходными данны-
ми: ( )= ⋅0,302 / ;λ Âò ì Ê  -= ⋅ 8 214,84 10 / ; ta ì ñ
= °5  ;tí C  = °20  ;tê C  = 2100 .q Âò /ì

Рис. 2. Решение краевой задачи массопереноса: 
■ – 0 мм; ▲ – 5 мм; ● – 10 мм; □ – 15 мм; △ – 20 мм

Fig. 2. Solution ofmass transfer boundary problem: 
■ – 0 mm; ▲ – 5 mm; ● – 10 mm; □ – 15 mm; △ – 20 mm

Рис. 3. Постановка краевой задачи 
теплопереноса

Fig. 3. Formulation of the boundary value problem 
of heat transfer



PRIRODOOBUSTROJSTVO 4’ 2023

19

Land reclamation, water economy and agrophysics

Pavlov M.V., Karpov D.F. Solution of heat and mass transfer boundary problem using the method of sources for soil radiant 
heating conditions

На основе системы уравнений (10-13) 
и (19-22) разработана программа для расчета 
температурно-влажностного режима почвы ме-
тодом источников в математическом редакторе 
Mathcad.

Выводы
Аналитические методы решения краевой 

задачи тепломассопереноса, представляющие со-
бой в рассматриваемом случае размерные и без-
размерные функции (9), (12) и (17), (20), позволя-
ют анализировать влияние исходных парамет-
ров (например, интенсивности испарения влаги 
с поверхности почвы или величины плотности 
теплового потока) на температурно-влажностный 
режим почвы. Последнее является определяю-
щим фактором для формирования благоприят-
ного микроклимата в культивационных соору-
жениях с целью выращивания рассады или для 
роста зелени, овощей и цветов в закрытом грунте. 
Кроме того, уравнение (9) может быть использо-
вано в теоретических исследованиях сушки кол-
лоидных капиллярно-пористых тел (например, 
измельченного, кускового, фрезерного торфа).

Благодаря современным достижениям 
в области создания электронных вычислитель-
ных машин, работающих с большими объемами 
памяти при высоких скоростях обработки ин-
формации, результаты аналитических решений 
выдаются в течение непродолжительного проме-
жутка времени без особых математических за-
труднений. Кроме того, аналитические методы 
весьма компактны, а вопрос сложности вычис-
ления уходит на второй план в связи с разработ-
кой математических редакторов, позволяющих 
проводить за считанные секунды по заданным 
уравнениям операции дифференцирования 
и интегрирования с рациональными, ирраци-
ональными, трансцендентными и сложными 
функциями.

Представленные решения краевой задачи 
тепломассопереноса (9) и (17), адаптированные 
для лучистого обогрева почвы, могут быть ис-
пользованы для конкретно заданных условий. 
Критериальные уравнения (12) и (20) позволяют 
перейти к комплексным безразмерным величи-
нам и получить обобщенные математические за-
кономерности.

Ввиду исключения на данной стадии иссле-
дований влияния термовлагопроводности и паро-
диффузионных процессов при решении краевой 
задачи тепломассопереноса авторы планируют 
продолжить научные изыскания в области ре-
шения задач тепломассообмена, учитывавшие 
сопряженные процессы диффузии теплоты и мас-
сы. Представляет интерес рассмотрение решения 
краевой задачи тепломассопереноса методом 
интегрального преобразования Фурье, который 
учитывает пародиффузионные процессы в почве, 
а также методом совместного применения инте-
грального преобразования Лапласа и вариаци-
онного метода Бубнова-Галеркина (учитываются 
как пародиффузионные процессы, так и явление 
термовлагопроводности).

Рис. 4. Решение краевой задачи теплопереноса: 
■ – 0 мм; ▲ – 5 мм; ● – 10 мм; □ – 15 мм; △ – 20 мм

Fig. 4. Solution of heat transfer boundary task: 
■ – 0 mm; ▲ – 5 mm; ● – 10 mm; □ – 15 mm; △ – 20 mm
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