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Аннотация. Цель исследований – нахождение, прогнозирование и регулирование 
температурно-влажностного режима почвы для условий лучистого отопления культивационных 
сооружений с применением потолочных инфракрасных излучателей темного типа. 
В работе без промежуточных математических преобразований представлена общепринятая система 
дифференциальных уравнений (как в размерном, так и в безразмерном видах), учитывающая 
основные и перекрестные процессы тепломассопереноса в дисперсных средах. Для данной системы 
уравнений рассмотрено частное аналитическое решение, которое учитывает не только основные, 
происходящие независимо друг от друга явления тепломассопереноса, но и влияние переноса 
водяных паров на формирование температурного поля слоя почвы. На примере фрезерного торфа 
представлены результаты решения данной задачи в виде одномерных нестационарных полей 
температуры и влагосодержания. С учетом заданных условий однозначности (геометрических, 
физических, начальных и граничных условий) установлено, что достижение требуемых значений 
влагосодержания и температуры произойдет через 6 ч. При этом изменение влагосодержания 
практически отсутствует в течение рассматриваемого периода на координатном отрезке 

[ ]∈ 0;6,0z  см. Решение математической задачи, реализованное в программной среде, позволяет 
контролировать тепловой и влажностный режимы почвы путем регулирования теплового потока на ее 
поверхности (в случае очевидной зависимости между величиной теплового потока и интенсивностью 
испарения с поверхности почвы). В силу того, что предложенное в статье решение является частным 
и не учитывает термодиффузию в слое почвы, то есть влияние разности температур на перенос влаги, 
представляется целесообразным и имеет научный интерес рассмотрение в дальнейшем общего 
решения системы дифференциальных уравнений взаимосвязанного тепломассопереноса.

Ключевые слова: температурно-влажностный режим, тепломассоперенос, метод конечного 
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Abstract. The purpose of the research is to find, predict and regulate the temperature and humidity 
regime of the soil for the conditions of radiant heating of cultivation facilities using dark-type ceiling 
infrared radiators. In the work, without intermediate mathematical transformations, a generally accepted 
system of differential equations (both in dimensional and dimensionless forms) is presented, taking into 
account the main and cross processes of heat and mass transfer in dispersed media. For this system 
of equations, a particular analytical solution is considered, which takes into account not only the main 
phenomena of heat and mass transfer that occur independently of each other, but also the effect of water 
vapor transfer on the formation of the temperature field of the soil layer. Using the example of milling 
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peat, the results of solving this problem are presented in the form of one-dimensional unsteady fields 
of temperature and moisture content. Taking into account the given unambiguity conditions (geometric, 
physical, initial and boundary conditions), it is established that the required values of moisture content 
and temperature will be reached in six hours. At the same time, there is practically no change in moisture 
content during the time period under consideration on the coordinate segment [ ]∈ 0;6,0z  sm. The solution 
of the mathematical problem, implemented in a software environment, allows you to control the thermal 
and humidity conditions of the soil by regulating the heat flow on its surface (in the case of an obvious 
relationship between the magnitude of the heat flux and the intensity of evaporation from the soil surface). 
Due to the fact that the solution proposed in the article is a particular one and does not take into account 
thermal diffusion in the soil layer, i.e.the influence of temperature differences on moisture transfer seems 
appropriate and of scientific interest to consider further the general solution of the system of differential 
equations of interrelated heat and mass transfer.

Keywords: temperature and humidity conditions, heat and mass transfer, Fourier transform 
method, colloidal capillary-porous body, radiant heating, cultivation structure, greenhouse, soil, 
milling peat
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Введение. Изучение тепловых и массооб-
менных процессов, происходящих в культиваци-
онных сооружениях, возможно на различных ие-
рархических уровнях. С одной стороны, при раз-
работке программных методов и инженерных 
методик проектирования и расчета систем ото-
пления следует рассматривать тепловые и мате-
риальные балансы самого помещения, где выра-
щиваются сельскохозяйственные культуры (тома-
ты, огурцы и др.), его ограждения и поверхности 
почвы (интегральный подход) [1]. При этом не-
обходимо учитывать взаимосвязь потоков тепло-
ты и массы, а также их влияние на параметры 
микроклимата внутри помещения: температуру 
и относительную влажность внутреннего воздуха, 
температуру поверхности почвы. С другой сторо-
ны, представляет интерес дифференциальный 
подход, при котором тепломассообмен детально 
исследуется не во всей теплице, а в рамках ее 
отдельно взятого элемента [2]. С точки зрения 
благоприятного роста, развития и плодоноше-
ния растений очевидно, что таким элементом яв-
ляется почва, где искомыми величинами могут 
служить влагосодержание и температура слоя, 
изменяющиеся во времени.

Как известно, исследование многочислен-
ных тепломассообменных процессов, происхо-
дящих в физическом теле, связано с решением 
задач молекулярного переноса энергии и веще-
ства, которые обычно подчиняются линейному 
закону (например, перенос теплоты теплопро-
водностью описывается линейным законом Фу-
рье). При этом рассматриваемые линейные зако-
ны положены в основу вывода соответствующих 
дифференциальных уравнений. Решение дан-
ных уравнений при определенных начальных 

и граничных условиях, характеризующих на-
чальное состояние тела и взаимодействие поверх-
ности тела с окружающей средой, представляет 
известные математические трудности [3].

С конца XVIII в. до настоящего времени 
разрабатываются различные методы решения 
дифференциальных уравнений. В ходе развития 
экспериментальных методов установлена непо-
средственная связь между процессами переноса 
энергии и вещества (например, перенос теплоты 
теплопроводностью вызывает перенос вещества – 
термодиффузию, эффект Соре) [4]. Последнее ха-
рактерно и для почвы, представляющей собой 
коллоидное капиллярно-пористое тело, в усло-
виях инфракрасного обогрева [5].

Цель  исследований: нахождение, про-
гнозирование и регулирование температур-
но-влажностного режима почвы для условий лу-
чистого отопления культивационных сооружений 
с применением потолочных инфракрасных излу-
чателей темного типа.

Материалы  и  методы  исследований. 
Для решения многих задач тепломассопере-
носа применяются не только классические ме-
тоды (как, например, метод источников для 
полуограниченной области), но и методы инте-
гральных преобразований, которые позволяют 
свести дифференциальные уравнения к системе 
алгебраических выражений. При этом матема-
тические операции производятся не над самой 
функцией («оригиналом»), а над ее видоизменен-
ным аналогом («изображением»). Данный подход 
с учетом постановки задачи и определенных гра-
ничных условий позволяет избежать сложных 
математических преобразований и перейти от не-
скольких взаимосвязанных дифференциальных 
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уравнений к одному обыкновенному дифферен-
циальному уравнению [6]. Кроме того, рассмо-
тренный ранее [7] метод источников является 
ограниченным в использовании и может приме-
няться только для предварительных расчетов, 
так как исключает учет очевидной взаимосвязи 
между тепловыми и массообменными процесса-
ми, происходящими в слое почвы (так называе-
мые перекрестные явления тепломассопереноса 
в дисперсных средах).

Методы конечных интегральных преоб-
разований имеют ряд известных неоспоримых 
преимуществ в сравнении с другими математи-
ческими методами [8]:

1. позволяют свести сложные математиче-
ские задачи (особенно при решении системы вза-
имосвязанных дифференциальных уравнений) 
к менее сложным (алгебраическим уравнениям). 
Как отмечено выше, в основе метода интеграль-
ных преобразований лежит переход от ориги-
нала функции, представляющего собой систему 
дифференциальных уравнений в частных про-
изводных, к изображению, выраженному в виде 
обыкновенного дифференциального уравнения;

2. позволяют получать решения в явном 
виде, что крайне важно при выполнении про-
граммных вычислений.

В операционном исчислении существуют 
методы преобразования Лапласа, Фурье и Хан-
келя [9]. Комплексное интегральное преобразо-
вание Фурье удобно применять для тел неогра-
ниченной протяженности. Рассмотрим его приме-
нение для решения краевой задачи тепломассо-
переноса для условий лучистого обогрева почвы.

Взаимосвязанные процессы тепломассопе-
реноса в дисперсных средах при условии посто-
янства физических свойств вещества принято 
описывать следующими уравнениями в частных 
производных (математический вывод данных 
уравнений представлен в работе [10]):

 ∂
= ∇ + δ∇

∂τ
2 2

W W
W a W a t; (1)

 ∂ ε ∂
= ∇ +

∂τ ∂τ
2

t
m

t r Wa t
c

, (2)

где W  – влагосодержание, / ;êã êã  t – температура, °с; τ – 
время, c; Wa  – коэффициент диффузии, 2 / ;ì ñ  δ – термогради-
ентный коэффициент (коэффициент Соре), 1/°C; ta  – коэффи-
циент температуропроводности, 2 / ;ì ñ  r – удельная теплота 
парообразования, / ;Äæ êã  ε – критерий фазового превра-
щения; mc  – удельная массовая теплоемкость, ( )⋅/ .Äæ êã Ê

Система дифференциальных уравнений (1) 
и (2) является общепринятым математическим 
выражением взаимосвязанных процессов тепло-
массопереноса в дисперсных средах, к которым 

также можно отнести и слой почвы. Формула (1) 
учитывает не только диффузию влаги, вызван-
ную градиентом влагосодержания W в двух раз-
личных координатах (закон Фика), но и влияние 
разности температур на перемещение влаги (тер-
модиффузия, эффект Соре). В свою очередь, 
в формулу (2) входит не только дифференциаль-
ное уравнение теплопроводности Фурье, но и сла-
гаемое, отвечающее за пародиффузионные про-
цессы (вместе с капиллярным переносом водяных 
паров и их последующей конденсацией за счет 
скрытой теплоты парообразования происходит 
местный нагрев слоя почвы).

С целью обобщения результатов экспери-
ментальной работы и универсализации полу-
ченных расчетных значений дифференциальные 
уравнения (1) и (2) могут быть записаны в безраз-
мерном виде с использованием соответствующих 
чисел (критериев) подобия (математический вы-
вод данных уравнений представлен в работе [10]):
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ственно, °c; τ

= 2
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 – массообменное число Фурье; 
τ

= 2
t

t
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h

 – теплообменное число Фурье; h – толщина (глу-

бина) слоя почвы, м; ξ = z
h

 – безразмерная координата; 
( )δ -

=
-

t tPn
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 – число Поснова; = ε*Ko Ko – модифициро-

ванное число Коссовича; ( )
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-
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-m

r W WKo
c t t

í ê

ê í

 – число Коссо-

вича; = W

t

aLu
a

 – число Лыкова (Льюиса).

Результаты и их обсуждение. Пусть су-
ществует слой почвы неограниченных размеров 
по координатным осям 0x и 0y (рис. 1), имеющий 
характерный линейный размер относительно 
оси 0z – толщину h, м. Начальное влагосодер-
жание слоя почвы (в момент времени τ = 0) рав-
нозначно на координатном отрезке [ ]∈ 0; ,z h  м,  
и составляет ,Wí  / .êã êã  Под воздействием ис-
парительных процессов с поверхности поч -
вы в окружающую среду интенсивностью i,  

( )⋅2/ ,êã ì ñ  происходит изменение влагосодер-
жания почвы по координате 0z в течение време-
ни τ, с. Определить изменение влагосодержания 
слоя почвы вида ( )τ,   .W z



PRIRODOOBUSTROJSTVO 1’ 2024

21

Land reclamation, water economy and agrophysics

Pavlov M.V., Karpov D.F. Solution of the boundary value problem of heat and mass transfer using the Fourier method 
of finite integral transform for radiant soil heating conditions

Интенсивность испарительных процессов 
с поверхности почвы может быть определена со-
гласно данным рисунка 1 по уравнению массоот-
дачи [11]:
 ( )= β -i p pï ñ , ( )⋅2/êã ì ñ , (5)
где β – коэффициент массоотдачи, ( )⋅/êã Í ñ , который 
рассчитывается через критериальные уравнения подобия 
массообменных процессов либо приближенно вычисляется 
по формуле Льюиса [12]; pï и pñ – соответственно парци-
альное давление водяного пара на поверхности почвы 
и вдали от нее (в окружающей среде), 2/ .Í ì

Рассмотрим решение задачи нестацио-
нарного массообмена без учета термодиффузии 
влаги, которая возникает в результате разности 
температур в двух различных точках дисперсной 
среды. Как отмечено [13], для ряда режимов не-
стационарного процесса тепло- и массопереноса 
эффект Соре весьма незначителен, так что вто-
рым членом правой части уравнения (1) в неко-
торых случаях можно пренебречь.

Таким образом, условия однозначности для 
решения задачи массопереноса в слое почвы бу-
дут иметь вид:

 ( ) ( )∂ τ ∂ τ
=

∂τ ∂

2

2
, , 

W
W z W za

z
 (τ > 0; ≤ ≤0 z h); (6)
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∂
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W ha i
z

; (8)

 ( )τ =0,W Wí, 
( )∂ τ

=
∂

0, 0W
z

, (9)

где ρ – плотность скелета почвы, 3./êã ì

Решение дифференциального уравне-
ния (6) при начальных (7) и граничных (8), (9) 
условиях известно и имеет вид [12]:
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где 
( )

=
ρ -W

W

ihKi
a W Wí ê

 – массообменный критерий Кирпичева.

На рисунке 2 представлено решение кра-
евой задачи нестационарного массообмена 

на примере фрезерного торфа со следующими из-
вестными параметрами: = 0,12  ;h ì  ρ = 3 ;74 /êã ì   

-= ⋅ 8 22,0 10 / ;Wa ì ñ  = 3,7 / ;Wí êã êã  =1,0 /Wê êã êã;  
( )-= ⋅ ⋅6 2170 10  /i êã ì ñ .

Пусть существует слой почвы неограни-
ченных размеров по координатным осям 0x 
и 0y (рис. 3), имеющий характерный линейный 
размер относительно оси 0z – толщину h, м. 
Начальная температура слоя почвы (в момент 
времени τ = 0) равнозначна на координатном от-
резке [ ]∈ 0; ,z h  м, и составляет ,tí  °C. Под воздей-
ствием лучистого потока плотностью q, 2 ,/Âò ì  
происходит изменение температуры почвы 
по координате 0z в течение времени τ, c. Влия-
ние на температурное поле слоя почвы также 

Рис. 1. Постановка краевой задачи 
массопереноса

Fig. 1. Formulation of the boundary value problem 
of mass transfer

Рис. 2. Решение краевой задачи 
массопереноса: 

■ – 0 cм; ▲ – 6 cм; □ – 8 cм;   – 10 cм; ○ – 12 cм
Fig. 2. Solution mass transfer boundary: 

■ – 0 cm; ▲ – 6 cm; □ – 8 cm;   – 10 cm; ○ – 12 cm

Рис. 3. Постановка краевой задачи 
теплопереноса

Fig. 3. Formulation of the boundary value problem 
of heat transfer
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оказывает перемещение водяных паров, вызван-
ное градиентом влагосодержания. Определить 
изменение температуры слоя почвы вида ( )τ,   .t z

Часть теплового потока от инфракрасного 
излучателя, влияющая на изменение темпера-
турного поля почвы, рассчитывается через урав-
нение теплового баланса ее поверхности [13]:

 ( )= - - -1
100 inf vp conv

Aq q q q , 2/Âò ì , (12)

где A – альбедо деятельной поверхности почвы, %; infq  – 
плотность теплового потока от источника инфракрасного 
излучения, 2/ ;Âò ì  vpq  – плотность теплового потока, рас-
ходуемая на испарение влаги с поверхности почвы (прямо 
пропорциональна интенсивности испарения влаги с поверх-
ности почвы i), 2/ ;Âò ì  convq  – плотность теплового потока 
в результате конвективного теплообмена между поверхно-
стью почвы и окружающей средой, 2 ,/Âò ì  определяемая 
по уравнению Ньютона.

Условия однозначности для постановки 
краевой задачи нестационарного теплообмена, 
которые учитывают изменение температурного 
поля почвы за счет как внешнего теплового воз-
действия, так и внутренних пародиффузионных 
процессов, будут иметь вид:
( ) ( )∂ τ ∂ τ ε ∂

= +
∂τ ∂τ∂

2

2
, ,

t
m

t z t z r Wa
cz

 (τ > 0; ≤ ≤0 z h); (13)

 ( ) =,0t z tí; (14)

 ( )∂ τ
λ + =

∂
, 0;t h q

z
 (15)

 ( )τ =0,t tí, ( )∂ τ
=

∂
0, 0t
z

, (16)

где λ – коэффициент теплопроводности почвы, ( )⋅/Âò ì Ê .

Решение дифференциального уравне-
ния (13) при начальных (14) и граничных (15), (16) 
условиях известно и имеет вид [12]:

( )   τ = + - - + λ   

2

2
1, 1 3
6t

qh zt z t Fo
hí

( ) ( )∞
+ - π

=

+ - π +
π∑

2 21
2 2

1

21 cos tn n Fo

n

zn e
hn

( ) ( )∞
- π

=

λ + π ⋅ π +
∑ ∫

2 2

2
1 0

2 cos cost

h
n Fo

n

t z zn e n dz
h hqh

í

( ) ( ){ ∞
+

=

ε
+ - + - π ×

- ρ π∑ 1
2 2

1

21 cos
1

n
t W

nm W

r Lu ih zFo Fo n
c Lu a hn

( )∞
- π - π

=

ρ × - - π ×  ∑
2 2 2 2

2
1

2 cost Wn Fo n Fo W

n

W a ze e n
hih

í

 ( )- π - π  × - ⋅ π   ∫
2 2 2 2

0

cost W

h
n Fo n Fo ze e n dz

h
; (17)

( ) ( )τ - = = - - ξ +-
2, 1 1 3

6t t
t z tT Ki Fo

t t
í

ê í

( ) ( )
∞

+ - π

=

+ - πξ +π ∑
2 21

2 2
1

21 cos tn n Fo

n
n e

n

( ) ( ){ ∞
+

=

+ - + - πξ ×
- π∑

*
1

2 2
1

21 cos
1

nW
t W

n

Ko Ki Lu Fo Fo n
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 }- π - π × - 
2 2 2 2

t Wn Fo n Foe e , (18)

где 
( )

=
λ -

Kit
qh

t tê í

 – теплообменный критерий Кирпичева.

На рисунке 4 представлено решение крае-
вой задачи нестационарного теплообмена на при-
мере фрезерного торфа со следующими извест-
ными параметрами: = 0,12  ;h ì  ρ = 374 / ;êã ì   

-= ⋅ 8 214,84 10 / ; ta ì ñ  ( )λ = ⋅0,302  / ;Âò ì Ê   
( )= ⋅ ⋅42,75 10   / ;mc Äæ êã Ê  = ⋅ 62,472 10   / ;r Äæ êã   

ε = 0,1; = 5 tí °с; = 20tê °C; = 2100 / .q Âò ì
На основе аналитического решения кра-

евой задачи тепломассопереноса в размер-
ном (10), (17) и безразмерном (11), (18) видах 
разработана программа для определения влаж-
ностного и температурного полей дисперсной сре-
ды по пространственно-временным координатам 
в математическом редакторе Mathcad.

Выводы
Метод конечного интегрального преобра-

зования Фурье, как и подобные аналитические 
методы решения задач нестационарного тепло-
массообмена, позволяет получать точные реше-
ния в виде алгебраических функций, которые без 
особых технических трудностей интегрируются 
в соответствующие проблемно-ориентируемые 
программные продукты.

Рис. 4. Решение краевой задачи 
теплопереноса: 

■ – 0 cм; ▲ – 6 cм; □ – 8 cм;   – 10 cм; ○ – 12 cм
Fig. 4. Solution of the boundary value problem 

of heat transfer:  
■ – 0 cm; ▲ – 6 cm; □ – 8 cm;   – 10 cm; ○ – 12 cm
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Кроме того, появляется возможность про-
гнозирования температурно-влажностного ре-
жима почвы по глубине ее залегания в течение 
определенного времени. Результаты программ-
ного решения краевой задачи тепломассопере-
носа методом конечного интегрального пре-
образования Фурье показали, что слой почвы 
толщиной = 0,12h  м достигнет конечных зна-
чений влагосодержания и температуры за 6 ч. 
При этом изменение влагосодержания практи-
чески отсутствует в течение рассматриваемого 
периода на координатном отрезке [ ]∈ 0;6,0z  
см. Очевидно, что регулируя мощность инфра-
красного излучения, можно добиться требуе-
мого периода нагрева и сушки почвы с целью 
достижения соответствующих значений тем-
пературы и влагосодержания. При решении 
термической задачи учтено влияние переноса 
водяного пара в слое почвы на ее тепловой ре-
жим (в рассматриваемом примере поток водя-
ного пара принят равным 10% от общего потока 
переносимой влаги).

В статье [7], посвященной решению крае-
вой задачи тепломассопереноса методом источ-
ников, рассмотрены только основные явления, 

влияющие на перенос энергии и вещества в дис-
персной среде (например, массоперенос за счет 
разности влагосодержаний в двух координа-
тах слоя почвы). Следовательно, данная зада-
ча вовсе не учитывала перекрестные явления, 
и дифференциальные уравнения решались 
независимо друг от друга, так как не имели 
функциональной связи. Метод конечного ин-
тегрального преобразования Фурье, представ-
ленный в данной работе, можно считать более 
совершенным подходом в решении сопряженной 
задачи тепломассообмена, поскольку он учиты-
вает, кроме основных независимых друг от друга 
явлений, пародиффузионный процесс, вызван-
ный переносом энергии водяного пара при его 
перемещении.

Таким образом, остается открытым вопрос 
решения краевой задачи, которая охватывала бы 
всю систему дифференциальных уравнений (1) 
и (2), не исключая какие-либо входящие в него 
слагаемые. Данным решением может стать ме-
тод (который в дальнейшем будет рассмотрен ав-
торами) совместного применения интегрального 
преобразования Лапласа и вариационного мето-
да Бубнова-Галеркина.
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