
Ãèäðîòåõíè÷åñêîå ñòðîèòåëüñòâî

44 ¹ 3’ 2010

ïðîòèâîôèëüòðàöèîííûì ýëåìåíòîì,
îïèðàþùèìñÿ íà ýòó ïðèçìó, òåì ñà-
ìûì äîáèòüñÿ ýêñïëóàòàöèîííîé áåçî-
ïàñíîñòè ïëîòèíû â öåëîì, ïîâûñèòü
êïä èñïîëüçîâàíèÿ êàðüåðà êàìåííîãî
ìàòåðèàëà, óëó÷øèòü òåõíîëîãè÷íîñòü
óñòðîéñòâà óïîðíûõ ïðèçì.
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Â ñâÿçè ñ îïàñíîñòüþ àâàðèé ñòðîèòåëüíûõ êîíñòðóêöèé ïðîìûøëåííîãî è ãðàæ-
äàíñêîãî íàçíà÷åíèÿ âåñüìà àêòóàëüíûìè ñòàíîâÿòñÿ âîïðîñû äèíàìè÷åñêîé ïðî÷íî-
ñòè è áåçîïàñíîñòè îáúåêòîâ. Ñ ýòîé öåëüþ â êà÷åñòâå ìîäåëüíîé çàäà÷è âûáðàíà
óïðóãàÿ ïðÿìîóãîëüíàÿ ïëèòà, ïîêîÿùàÿñÿ íà ïîäàòëèâîì îñíîâàíèè ïðè äåéñòâèè íà
íåå ëîêàëüíî ðàñïðåäåëåííîé íàãðóçêè çàäàííîé èíòåíñèâíîñòè. Îáëàñòü äåéñòâèÿ
äèíàìè÷åñêîé (âçðûâíîé) íàãðóçêè òîæå ïðÿìîóãîëüíàÿ; ïðÿìîëèíåéíûå ãðàíèöû ýòîé
îáëàñòè ïàðàëëåëüíû êðàÿì ïëèòû. Ðåøåíèå çàäà÷è ñâåäåíî ê äèôôåðåíöèàëüíîìó
óðàâíåíèþ ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà îòíîñèòåëüíî ïîïåðå÷íûõ ïðîãèáîâ òî÷åê ñðåçàííîé
ïîâåðõíîñòè êîíñòðóêöèè. Íàéäåíî òî÷íîå ðåøåíèå íà÷àëüíîé êðàåâîé çàäà÷è.

Ïðÿìîóãîëüíàÿ ïëèòà, ïîäàòëèâîå îñíîâàíèå, âíóòðåííèå ñèëîâûå ôàêòîðû
íàïðÿæåíèÿ, èçãèáàþùèå ìîìåíòû ðÿäà Ôóðüå, ãðàíè÷íûå è íà÷àëüíûå óñëîâèÿ.

In connection with the danger of breakages of industrial and civil structures questions
of dynamic strength and safety of objects become quite actual. With this purpose a
rectangular plate is chosen as a model problem, the plate is based on the compliant
foundation under the action of the locally distributed load of the given intensity. The
area of action of the dynamic (blast) load is also rectangular; linear boarders of this
area are parallel to the plate edges. The problem solution is brought to the differential
equation of the fourth order relating to transverse sagging of the points of the cut surface
structure. The exact solution of the initial boundary problem is found.

Rectangular plate, compliant foundation, internal stress factors, bending moments of
Fourie series, boundary and initial conditions.

Ïðàêòèêà ðàñ÷åòîâ è ïðîåêòèðîâà-
íèå ñîâðåìåííûõ èíæåíåðíûõ ñîîðó-
æåíèé è êîíñòðóêöèé òðåáóåò ðàçâèòèÿ
íîâûõ ìîäåëåé è ìåòîäîâ ñòðîèòåëüíûõ

îáúåêòîâ, âîñïðèíèìàþùèõ âçðûâíûå,
óäàðíûå è ñåéñìè÷åñêèå íàãðóçêè.
Çäåñü âàæíî ìàêñèìàëüíî ñíèçèòü
óùåðá îò ðàññìàòðèâàåìûõ âîçäåéñòâèé
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ðàñ÷åòíûì ïóòåì íà ýòàïå ïðîåêòèðî-
âàíèÿ ñòðîèòåëüíîãî îáúåêòà.

Â ýòîé ñâÿçè â íàñòîÿùåé ðàáîòå
ðåøåíà íîâàÿ, àêòóàëüíàÿ ìîäåëüíàÿ çà-
äà÷à î ëîêàëüíîì âçðûâíîì âîçäåéñòâèè
íà ïîâåðõíîñòü ïðÿìîóãîëüíîé ïëèòû,
ïîêîÿùåéñÿ íà óïðóãîì îñíîâàíèè.
Ñëåäóåò ïîä÷åðêíóòü, ÷òî ïëèòû, êàê
ýëåìåíò ñîîðóæåíèÿ, ÷àñòî ïðèìåíÿþò-
ñÿ â ñòðîèòåëüíîé ïðàêòèêå â êà÷åñòâå
ïåðåêðûòèÿ çäàíèé è ñîîðóæåíèé, äëÿ
âîçâåäåíèÿ ôóíäàìåíòîâ, áîêîâûõ ñòåí
è äð. Îíè èñïîëüçóþòñÿ â êà÷åñòâå çà-
ùèòíûõ ñðåäñòâ ïðè âçàèìîäåéñòâèè
óäàðíûõ íàãðóçîê íà îáîðóäîâàíèå ïðî-
ìûøëåííûõ ïðåäïðèÿòèé, ïðè âûáðî-
ñàõ âçðûâîîïàñíûõ ïðîäóêòîâ è ñèëü-
íîäåéñòâóþùèõ ÿäîâèòûõ âåùåñòâ; îíè
ïðèìåíÿþòñÿ òàêæå äëÿ çàùèòû
ëþäåé îò óäàðíûõ(âçðûâ÷àòûõ) âîëí è
îñêîëêîâ îáîëî÷åê ýíåðãîíîñèòåëåé ïðè
àâàðèÿõ.

Ãåîìåòðèÿ çàäà÷è è ñèñòåìà êîîð-
äèíàò xyz, ñâÿçàííàÿ ñ óïðóãîé ïëèòîé,
ïîêàçàíû íà ðèñóíêå.

Ðàçìåð ïðÿìîóãîëüíîé ïëèòû â
ïëàíå ñîñòàâëÿåò a×b; òîëùèíà åå h;
ïëîòíîñòü îäíîðîäíîãî ìàòåðèàëà p;
ìîäóëü ïðîäîëüíîé óïðóãîñòè E, êîýô-
ôèöèåíò Ïóàññîíà γ. Ïðèíèìàåòñÿ, ÷òî
îïèñàííàÿ ñòðîèòåëüíàÿ êîíñòðóêöèÿ
â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè t = 0 íà
ëîêàëüíîé ïðÿìîóãîëüíîé ïëîùàäêå
11×12 èñïûòûâàåò óäàð âçðûâíîãî äàâ-
ëåíèÿ q(t, x, y), ãäå êîîðäèíàòû x, y ∈
D2 (D2 – îáëàñòü, â êîòîðîé äåéñòâóåò
ëîêàëüíî-ðàñïðåäåëåííàÿ íàãðóçêà).
×åðåç D1  îáîçíà÷èì îáëàñòü, çàíÿòóþ
ïðÿìîóãîëüíîé ïëèòîé a×b. Òî÷êè ïå-
ðåñå÷åíèÿ îáåèõ äèàãîíàëåé ïðÿìî-

óãîëüíèêîâ ñîâïàäàþò, à ñîîòâåòñòâó-
þùèå ñòîðîíû ïàðàëëåëüíû.

Öåëü ðàáîòû: îïðåäåëèòü íàïðÿ-
æåííî-äåôîðìèðîâàííîå ñîñòîÿíèå ñòðî-
èòåëüíîé êîíñòðóêöèè ïðè t > 0; íàéòè
íåñóùóþ ñïîñîáíîñòü óïðóãîé ïëèòû,
îïèðàþùåéñÿ íà óïðóãîå îñíîâàíèå, ðå-
àêöèÿ êîòîðîãî îïðåäåëÿåòñÿ ãèïîòåçîé
Âèíêëåðà. Ãðàíè÷íîå óñëîâèå âäîëü âñåãî
îïîðíîãî êîíòóðà ñîîòâåòñòâóåò øàðíèð-
íîìó çàêðåïëåíèþ êðàåâ.

Äî ìîìåíòà âðåìåíè t = 0 ïëèòà
íàõîäèëàñü â ñîñòîÿíèè ïîêîÿ.

Ïåðåõîäèì ê ôîðìóëèðîâêå ìà-
òåìàòè÷åñêîé ìîäåëè çàäà÷è, àïðèîðè
ñ÷èòàÿ åå ëèíåéíîé (ôèçè÷åñêè è ãåî-
ìåòðè÷åñêè). Òîãäà âåñü ïðîöåññ îïè-
ñûâàåòñÿ òîëüêî îäíîé ôóíêöèåé –
ïîïåðå÷íûì èçãèáîì W(t, x, y).

Â ñôîðìóëèðîâàííûõ ïðåäïîñûëêàõ
îíà óäîâëåòâîðÿåò ëèíåéíîìó äèôôåðåí-
öèàëüíîìó óðàâíåíèþ ÷åòâåðòîãî ïîðÿä-
êà ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè:

 (x, y) ∈ D1; (1)

 

 

Åñëè èçâåñòíà ôóíêöèÿ ïðîãèáîâ,
òî íàïðÿæåíèÿ â ïëèòå ìîæíî îïðåäå-
ëèòü ïðîñòûì äèôôåðåíöèðîâàíèåì ïî
ïåðåìåííûì x è y:

 (2)

Èçãèáàþùèå ìîìåíòû âûðàæàþò-
ñÿ ñëåäóþùèìè çàâèñèìîñòÿìè:

 (3)
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Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ íà îïîðíîì
êîíòóðå ñîîòâåòñòâóþò øàðíèðíîìó
îïèðàíèþ. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî

W(t, x, y) = 0 ïðè    (4)

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî èçãèáàþùèå ìîìåíòû
Ì

x
, M

y
 âäîëü îïîðíîãî êîíòóðà ðàâíû íóëþ.

Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ íóëåâûå:

 ïðè t = 0 (x, y) ∈ D1. (5)

Ëèíåéíóþ è íà÷àëüíî-êðàåâóþ
çàäà÷ó áóäåì ðåøàòü ïóòåì ðàçëîæå-
íèÿ âçðûâíîãî ëîêàëüíîãî äàâëåíèÿ è
íàãðóçêè â ðÿäû Ôóðüå. Äëÿ ïðîñòîòû
ðàñ÷åòîâ ïðèíèìàåì ñëåäóþùåå äîïó-
ùåíèå: äàâëåíèå q(t, x, y) çàâèñèò òîëü-
êî îò t, à îò êîîðäèíàò çàãðóæåííîé
ïëîùàäêè 1×2  ì2 íå çàâèñèò.

Ïðèíèìàåì, ÷òî ïðîãèá òî÷åê
cðåäèíîé ïîâåðõíîñòè ïëèòû ìîæíî
îïèñàòü ðÿäîì Ôóðüå ñëåäóþùåãî âèäà:

 (6)

Ïðè ýòîì âíåøíÿÿ íàãðóçêà â îá-
ùåì âèäå ïðåäñòàâëåíà ðÿäîì Ôóðüå:

 (7)

Çàìåíÿåì âíåøíþþ íàãðóçêó
q(t, x, y) îäíîé ñîñðåäîòî÷åííîé ñèëîé
P(t), äåéñòâóþùåé â òî÷êå (x

0
, y

0
) ∈ D1;

òîãäà êîýôôèöèåíòû q
mn 

ïðåäñòàâëÿþò-
ñÿ â âèäå ñëåäóþùåãî ðÿäà:

 (8)

ãäå P(t) – ñîñðåäîòî÷åííàÿ ñèëà, ïðèëîæåííàÿ
â òî÷êå (x

0
, y

0
) ïëèòû, èìåþùåé ðàçìåðû a×b.

Äëÿ êîýôôèöèåíòîâ W
mn

(t) ðàçëî-
æåíèÿ (6) ïîëó÷àåòñÿ îáûêíîâåííîå
äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå âòîðîãî
ïîðÿäêà ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåí-
òàìè è èçâåñòíîé ïðàâîé ÷àñòüþ.

Ñëåäîâàòåëüíî, ðåøåíèå ïîñòàâëåí-
íîé ëèíåéíîé, íà÷àëüíî-êðàåâîé

çàäà÷è â ðÿäàõ Ôóðüå âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ýëå-
ìåíòàðíûå ôóíêöèè èç ñëåäóþùåãî óñëîâèÿ:

Îïðåäåëÿåòñÿ íåñóùàÿ ñïîñîá-
íîñòü óïðóãîé ïëèòû ïðè ðàñïðåäåëåí-
íîé âçðûâíîé íàãðóçêå.

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ðåøàåòñÿ
çàäà÷à î âçðûâíîì äåéñòâèè íà ïîâåðõ-
íîñòü ïðÿìîóãîëüíîé æåëåçîáåòîííîé
ïëèòû, óñèëåííîé íàòÿíóòîé àðìàòóðîé.
Ïðè ýòîì ñëåäóåò ðàññìîòðåòü àíèçîò-
ðîïíóþ ìîäåëü ìàòåðèàëà ïëèòû. Ýòîò
æå ïîäõîä ïîçâîëÿåò ó÷åñòü è ñèëû
âÿçêîãî ñîïðîòèâëåíèÿ â ïëèòå.

Ïðàêòè÷åñêèé èíòåðåñ ïðåäñòàâ-
ëÿþò ñòðîèòåëüíûå èçäåëèÿ, âûïîëíåí-
íûå èç ìàòåðèàëîâ ñ ôèçè÷åñêè íåëè-
íåéíûìè çàâèñèìîñòÿìè: σ

i
 ~ ε

i
.

ÂûâîäûÂûâîäûÂûâîäûÂûâîäûÂûâîäû
Ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå â ðàáîòå,

ñîñòàâëÿþò îñíîâó îáåñïå÷åíèÿ ðàñ÷å-
òîâ äèíàìè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê ýëå-
ìåíòîâ ñòðîèòåëüíûõ êîíñòðóêöèé è ïî-
çâîëÿþò íà ñòàäèè ïðîåêòèðîâàíèÿ èõ
ýëåìåíòîâ ïðèíèìàòü ðåøåíèÿ, îáåñïå-
÷èâàþùèå äèíàìè÷åñêóþ ïðî÷íîñòü
ïðè âîçäåéñòâèè íà èõ ïîâåðõíîñòü
êðàòêîâðåìåííûõ âçðûâíûõ íàãðóçîê.

Ðàçâèâàåìûå â ðàáîòå ìàòåìàòè-
÷åñêèå ìåòîäû âîëíîâîé äèíàìèêè ñòðî-
èòåëüíûõ êîíñòðóêöèé ìîãóò áûòü ýô-
ôåêòèâíî èñïîëüçîâàíû è ïðè óäàðå ñ
áîëüøèìè ñêîðîñòÿìè ëåòÿùèõ òåë ïî
ïîâåðõíîñòè ïðÿìîóãîëüíîé ïëèòû.
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