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Обеспечение надёжности, долговечности и безопасности плотин 
водохозяйственного назначения способствует совершенствованию теории 
и практики расчетного обоснования, созданию современного математического 
аппарата и программного обеспечения. Основными причинами повреждений, аварий 
и разрушений напорных сооружений являются: ошибки в выборе конструкции 
плотины; неустойчивость оснований; катастрофический паводок и фильтрация через 
тело плотины. Численная методика пространственного расчета фильтрационных 
течений жидкости в порах водонасыщенного грунта, основанная на уравнениях 
модели М. Био, отличается от стандартных подходов и состоит в том, что 
уравнения данной модели являются связанными, то есть учитывают взаимные 
влияния изменения порового давления в грунте, деформации и перемещения твердой 
фазы грунта. Данная связанность проявляется и на физическом уровне, когда 
при проведении мероприятий по понижению уровня грунтовых вод с помощью 
откачки жидкости в грунтовом массиве образуются зоны повышенного порового 
давления и объёмного растяжения грунта (нордбергамский эффект). Эффект 
связанности особенно важен в задачах, в которых грунт нагружен поверхностными 
силами. В этом случае точность расчетов по сравнению с принятыми методиками 
возрастает на 30…50%.

Плотины, надёжность плотин, долговечность плотин, безопасность плотин, 
расчетное обоснование, математический аппарат, программное обеспечение, 
повреждения плотин, аварии плотин, разрушение плотин, напорные сооружения, 
паводок, фильтрация, устойчивость грунтовых плотин, численная методика.

Введение. Большая потребность в пло-
тинах водохозяйственного назначения, обе-
спечение их надёжности, долговечности и без-
опасности способствует совершенствованию 
теории и практики расчетного обоснования, 
созданию современного математического ап-
парата и программного обеспечения.

Какой бы анализ причин повреждений 
водохозяйственных объектов не проводился, 
главным в системе оценки причин аварий 
и разрушений плотин остаётся принцип их 

классификации. Так, профессор А. Гельфер 
(ВНИИГ, 1932 г.), основываясь на анали-
зе причин аварий на 250…308 плотинах, 
предложил считать основными причинами 
повреждений, аварий и разрушений на-
порных сооружений: ошибки в выборе кон-
струкции плотины; неустойчивость основа-
ний; катастрофический паводок и фильтра-
цию через тело плотины [1, 2]. Этот вывод 
явился определяющим в наших исследо-
ваниях при разработке метода расчетного 
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обоснования устойчивости грунтовой плоти-
ны в условиях подтопления территории.

Численная методика пространствен-
ного расчета фильтрационных течений 
жидкости в порах водонасыщенного грун-
та основана на уравнениях модели М. Био. 
Предпосылкой в использовании модели Био 
является возможность описания одновремен-
но движения жидкости по порам грунта и де-
формаций грунта. Принципиальное отличие 
от стандартных подходов состоит в том, что 
уравнения данной модели являются связан-
ными, то есть учитывают взаимные влияния 
изменения порового давления в жидкости p 
и деформации и, следовательно, перемеще-
ния u в твердой фазе грунта. Данная связан-
ность проявляется и на физическом уровне, 
когда при проведении мероприятий по пони-
жению уровня грунтовых вод с помощью от-
качки жидкости в грунтовом массиве образу-
ются зоны повышенного порового давления 

и объёмного растяжения грунта (нордбергам-
ский эффект). Эффект связанности особенно 
важен в задачах, в которых грунт нагружен 
поверхностными силами. В этом случае точ-
ность расчетов по сравнению с принятыми 
методиками возрастает на 30…50%.

Математическая постановка зада-
чи. Построение аналитического решения 
задачи по модели Био не представляется 
возможным для случая плоских или про-
странственных постановок. Возможность по-
лучения устойчивого численного решения 
в двумерных или трехмерных постановках 
связана с современным развитием вычис-
лительной техники и эффективных прямых 
и итерационных методов решения плохо об-
условленных систем линейных алгебраиче-
ских уравнений [3, 4, 5, 6, 7].

Движение жидкости по порам грунта 
и одновременные деформации грунта моде-
лируются системой следующих уравнений:
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Из решения системы уравнений (1) 
находят: перемещения  , ,x y zu u u  в твердой 
фазе грунта и поровое давление p.

По найденным перемещениям нахо-
дят деформации каркаса грунта:
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По найденному поровому давле-
нию p находят скорости  , ,x y zv v v  жидкости 

и количество Q профильтровавшейся через 
поверхность Σ жидкости:

 




 
     

 

      

yyxx
x y

zz
z

kk p pv v
x yg g

k pv g
zg

Æ Æ

Æ
Æ

 

  
         
 yyxx

x y

kk p pQ n n
x yg gÆ Æ

 



        
 zz

y
k p g n d

zg
Æ

Æ
. (3)

Для проведения расчета по данным 
уравнениям необходимо задать следующие 
величины:

1.       ,  ,  , ,  ,  , ,  ,  xx yy zzk x y z k x y z k x y z  – 
коэффициенты фильтрации в грунте в на-
правлении осей координат (м/сут.), которые 
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характеризуют как размер и форму пор 
в грунте, так и вязкость воды. В каждом слое 
грунта коэффициенты фильтрации – свои, 
что выражает их зависимость от простран-
ственных координат.

2.   ,  ,  ,  x y z t  – объёмный приток или 
отбор жидкости из пор (м3/сут.). Данная кон-
станта задает откачку или закачку жидко-
сти из произвольного подобъёма в грунте 
и с произвольного шага по времени. Являет-
ся функцией пространственных координат 
и времени.

3. ρЖ – плотность воды.
4. g – ускорение свободного падения.
5. α – насыщенность грунта водой. Без-

размерная величина.  0 1. Состоянию 
полного насыщения соответствует значение 
α = 1, отсутствию жидкости в порах α = 0 

(определяется из выражения  

V

V V
Æ

ÒÂ

, V – 

полный объём).
6. n – пористость грунта (д. ед.). Опре-

деляется по формуле  .Vn
V
Æ

7. E и ν – модуль Юнга и коэффициент 
Пуассона твердой фазы грунта (скелета).

8. β – сжимаемость воды, 1/Па (для 
воды –    105 10 ).

Участвующие в уравнениях  ,  – ко-
эффициенты упругости Ламе. Вычисляются 
через модуль Юнга E и коэффициент Пуас-
сона v по формулам:

     
 

  
  

  1 1 2 2 1
E E .

Для начала расчета по уравнениям ис-
пользуем следующие граничные и началь-
ные условия.

1. Перемещения  , ,x y zu u u  в нулевой 
момент времени во всей расчетной области 
полагают равными нулю. Таким образом, 
вычисляемые из уравнений модели переме-
щения и деформации каркаса грунта отве-
чают за фильтрационные деформации грун-
та, вызванные течением жидкости по порам 
и за деформации, вызванные действием 
поверхностной нагрузки на грунт. Дефор-
мациями, вызванными весом грунта, прене-
брегают.

2. Давление p в нулевой момент вре-
мени полагают равным гидростатическому: 
p = p0 – nρЖgz, здесь z – координата глубины 
в слое грунта, p0 – давление на верхней гра-
нице слоя. Если на поверхности земли p0 ≠ 0, 
то фильтрация – напорная. Также методика 

предоставляет возможность задать давле-
ние p в подобластях грунта, равное извест-
ному из показаний в контрольных скважи-
нах пьезометрическому давлению.

3. В каждой точке границы расчет-
ной области на всем временном интервале 
решения задачи необходимо задать любую 
из следующих комбинаций граничный усло-
вий: для давления p либо его значение, либо 
значение его градиента по нормали к гра-
нице; для перемещений  , ,x y zu u u  либо их 
известные значения, либо значения их гра-
диентов по нормали к границе и в плоскости 
границы. Последнее соответствует заданию 
значений вектора поверхностных нагрузок 
на твердую фазу грунта.

Методика предполагает численный 
метод решения представленных уравне-
ний с заданными граничными условиями 
и начальными давлением и перемещени-
ем. Дискретизация задачи по простран-
ственным переменным осуществляется 
методом конечных элементов. Уравнения 
равновесия конечного элемента записа-
ны для стандартного изопараметрического 
конечного элемента типа Brick. Значения 
локальных пространственных переменных 
в узлах элемента (рис. 1) представляются 
как    1, 1,  2,  3i   i .

Рис. 1. Локальные пространственные 
переменные в узлах элемента. 

Функции формы приняты линейными
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8qN q . (4)

Перемещения и давления в q-м узле 
элемента в виде столбца неизвестных:
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Матрица жесткости конечного элемента принимает вид:
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Компоненты матрицы вычисляются 
как интегралы по объему V элемента:
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Компоненты модулей упругости для 
изотропного слоя и компоненты коэффици-
ента фильтрации выражаются через вве-
денные константы:
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Столбец правой части уравнения рав-
новесия принимает вид:
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Компоненты столбца содержат ин-
тегралы от объёмного расхода   жидкости 
и вектора поверхностной силы 
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q q i q i

V

q q
V

F N S d N n g dV

f N dV g g g g

Æ

Æ

.

В таких обозначениях уравнения рав-
новесия конечного элемента запишутся 
в виде матричной системы уравнений:

    


    
 7

0
0,...,7.,  p

pq q
p

K X R q   (10)

Переход к дискретизированной систе-
ме уравнений во всей расчетной области 
базируется на стандартной в методе конеч-
ных элементов процедуре ассемблирования 
(сборки) уравнений равновесия на каждом 
конечном элементе [8, 9].

Дискретизация задачи по времени осно-
вана на замене производной по времени в ма-
трице жесткости   pqK

 
на конечно-разност-

ную. При этом значения вектора правой ча-
сти  qR  берутся на текущем временном слое.

Получаемая таким образом неявная 
схема решения обладает свойством безус-
ловной устойчивости.

Для решения получаемой на каждом 
шаге по времени системы линейных уравне-
ний используются стандартные прямые про-
цедуры типа метода Гаусса или Холецкого, 
либо итерационные методы. При решении за-
дачи с плохо обусловленной матрицей приме-
няются итерационные методы типа Удзавы.

Верификация математического ре-
шения задачи. В описанной математической 
постановке и численной реализации методики 
выполнен расчет кинематических параметров 
и напряжённо-деформированного состояния 
элемента грунтовой дамбы в вычислительном 
комплексе «STAR_T», предназначенном для 
проведения пространственных расчетов слож-
ных систем «сооружение–основание» с учетом 
реальной работы материалов и конструкций.

Длина расчетной области принята раз-
мером 32 м. Боковые поверхности ХZ и YZ 
принимались как ограниченными в переме-
щениях, так и свободными поверхностями 
для оценки предельных перемещений эле-
мента тела земляной дамбы.

Рассмотрены различные варианты на-
гружения грунтового сооружения квазистати-
ческой нагрузкой с модулем 150 кПа (статика 
с коэффициентом динамичности) и нагруже-
ние динамической нагрузкой, а именно:

- квазистатика – продолжительность 
нагружения 10 ступеней (5 ступеней от 0 
до 150 кПа и от 5 до 0);

- динамическое нагружение – с учетом 
инер  ционной составляющей продолжительность 
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действия 1 сек. (вариант 1: нарастание до макси-
мума – 0,5 сек; вариант 2: нарастание до макси-
мума практически мгновенное – 0,1 сек.).

Граничные условия приняты с це-
лью обеспечения наиболее неблагоприят-
ных для данной геометрии дамбы, условий 
и учета массовых нагрузок.

Расчетные области грунтовой дамбы 
и разбиение на конечные элементы пред-
ставлены на рисунке 2. 

Результаты приведённых на рисунке 
расчетов с реальными физико-механически-
ми характеристиками грунтов тела дамбы 
свидетельствуют, что несущая способности 
земляного сооружения при изменении фи-
зико-механических характеристик в услови-
ях подтопления не обеспечивается. Требует-
ся предусмотреть мероприятия по водоотве-
дению и устройству дренажа для недопуще-
ния подтопления тела грунтовой дамбы.

Расчетная область грунтовой дамбы
Вид расчетной области дамбы. 

Визуализация оси Х 
(ширина поперечника 35 м)

Вид расчетной области дамбы. 
Визуализация оси Y 

(длина расчетной области 30 м)

Вид расчетной области дамбы. 
Визуализация оси Z

Распределение вертикальных 
нормальных напряжений 

в грунтовом массиве

Распределение вертикальных перемещений 
в грунтовом массиве под телом дамбы – 

max 0,014…0,02 м – осадка насыпи. 
Статическое состояние

Рис. 2. Результаты расчетного обоснования элемента грунтовой дамбы 
с разбивкой на конечные элементы
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Распределение горизонтальных перемещений Vy, м 
(показана симметрия). Статическое состояние

Распределение горизонтальных перемещений Vx, м 
(показана симметрия). Статическое состояние

Незакрепленные откосы дамбы 
при действии неинтенсивной 

динамической нагрузки (нарастание до 5 сек). 
Перемещения – 0,02 м

Незакрепленные откосы дамбы 
при действии интенсивной динамической 

нагрузки (нарастание 0,5 сек). 
Вертикальные перемещения откосов 

по оси Х – 30 см

Незакрепленные откосы дамбы 
при действии интенсивной динамической 

нагрузки (нарастание 0,5 сек). 
Горизонтальные перемещения по оси Х – 40 мм

Перемещения откоса при подтоплении: 
вид № 1 – потеря устойчивости

Перемещения откоса при подтоплении: вид № 2 Перемещения откоса при подтоплении: вид № 3
Рис. 2 (Окончание)
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Вывод
Корректность математического реше-

ния поставленной задачи на основе числен-
ной метода пространственного расчета филь-
трационного движения жидкости в порах во-
донасыщенного грунта, основанная на урав-
нениях модели М. Био, подтверждается прак-
тикой её реализации в программно-вычисли-
тельном комплексе при расчетном обоснова-
нии реальных грунтовых объектов в конкрет-
ных природно-климатических условиях.

Принципиальное отличие представ-
ленной методики от стандартных подходов 
состоит в том, что уравнения данной моде-
ли являются связанными, то есть учитыва-
ют взаимные влияния изменения порового 
давления в грунте, деформации и переме-
щения твердой фазы грунта.
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METHOD OF DESIGN JUSTIFICATION 
OF SOIL DAM STABILITY UNDER THECONDITIONS 
OF POTENTIAL FLOODING OF THE AJACENT TERRITORY

Ensuring of the reliability, durability and safety of dams of water management 
contributes to the improvement of the theory and practice of calculation justifi cation, creation 
of the modern mathematical apparatus and software. The main causes of damages, accidents 
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and destructions of pressure structures are: errors in the choice of the dam design; base 
instability; catastrophic fl ood and fi ltration through the dam body. The numerical method 
for spatial calculation of fl uid fi ltration fl ows in the pores of the water-saturated soil based on 
the equations of the M. Bio model differs from standard approaches and consists in the fact 
that the equations of this model are related, that is, they take into account mutual infl uences 
of changes in the soil pore pressure, deformation and moving of the soil solid phase. This 
connection also appears at the physical level when during measures to lower the groundwater 
level by pumping the liquid in the soil mass, there are formed zones of the increased pore 
pressure and volumetric soil extension (Nordberg effect). The bonding effect is especially 
important in the problems in which the soil is loaded with surface forces. In this case, 
the accuracy of the calculations compared with the accepted methods increases by 30 … 50%.

Dams, reliability of dams, durability of dams, safety of dams, design justifi cation, 
mathematical apparatus, software, damages of dams, accidents of dams, dam 
destruction, pressure structures, high water, fi ltration, stability of soil dams, numerical 
method.
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