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Надежная эксплуатация грунтовых плотин возможна только при соблюдении 
всех надлежащих условий. Причины аварий плотин и их повреждений необходимо 
знать не только для ликвидации ошибок на этапах проектирования и строительства, 
но и в период их эксплуатации. В целях исключения отрицательного влияния 
эксплуатационных факторов на безопасность грунтовых ГТС следует не только строго 
соблюдать правила технической эксплуатации и принимать меры по исключению 
возможности возникновения чрезвычайной ситуации при проведении технологических 
операций на объектах, но и иметь методы прогнозного обоснования восстановления 
прочностных и эксплуатационных показателей конструкций и элементов грунтовых 
плотин. Выявленные в процессе анализа работы конструкции в условиях ее эксплуатации 
источники опасности позволяют оценить фактические резервы несущей способности 
сооружения и принять эффективные меры по восстановлению эксплуатационных 
параметров. Основным критериям, влияющим на выбор математических моделей 
материалов конструкций и элементов грунтовых плотин, в большей степени 
соответствуют модели уравнения состояния, связывающие компоненты тензоров 
напряжений и деформаций, а также скорости их изменения, которые получены 
и апробированы для численных расчетов и имеют полный набор констант для материалов, 
применяемых в расчетах грунтовых плотин, выборе их конструкций (бетон, железобетон, 
грунты и др.).
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Identifi ed in the process of analyzing the operation of the structure, in the conditions 
of its operation, allow to assess the actual reserves of the bearing capacity of the structure and take 
effective measures to restore the operational parameters. The main criteria infl uencing the choice 
of mathematical models of materials for structures and elements of soil dams are more consistent with 
the model of the equation of state connecting the components of stress and strain tensors, as well as 
the rate of their change, which are obtained and tested for numerical calculations and have a full set 
of constants for materials used in the calculations of earth dams, the choice of their structures (concrete, 
reinforced concrete, soils, etc.). Reliable operation of soil dams is possible only if all proper conditions 
are met. The causes of dam accidents and their damage must be known not only to eliminate errors 
at the design and construction stages, but also during their operation. In order to exclude the negative 
impact of operational factors on the safety of soil HTS, it is necessary not only to strictly observe 
the rules of technical operation and take measures to exclude the possibility of an emergency situation 
during technological operations at facilities, but also to have methods for predictive justifi cation 
of the restoration of strength and operational indicators of structures and elements of soil dams.

Keywords: earth dams, reliable operation, technical operation, dams failures, safety of soil 
hydraulic structures, mathematical models, deformation of soils, porosity, plasticity, theory 
of ideal plasticity
Формат цитирования: Zharnitskiy V.Ya., Smirnov A.P. Mathematical model of materials 

of structures and elements of restored soil dams for numerical calculations // Prirodoobustrojstvo. – 
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Введение. Надежная эксплуатация 
грунтовых плотин возможна только при со-
блюдении всех надлежащих условий. Причи-
ны аварий плотин и их повреждений необхо-
димо знать не только для ликвидации ошибок 
на этапах проектирования и строительства, 
но и в период их эксплуатации.

Источники опасности возникновения 
чрезвычайных ситуаций на напорных грунто-
вых сооружениях могут иметь как природный, 
так и техногенный характер. Если источники 
опасности природного характера обусловлены 
естественными условиями района строитель-
ства, то источники опасности техногенного ха-
рактера, как правило, вызваны нарушением 
режима технической эксплуатации и возник-
новением нештатных ситуаций.

В целях исключения отрицательного 
влияния эксплуатационных факторов на без-
опасность грунтовых ГТС следует не только 
строго соблюдать правила технической экс-
плуатации и принимать меры по исключению 
возможности возникновения чрезвычайной 

ситуации при проведении технологических 
операций на объектах, но и иметь методы 
прогнозного обоснования восстановления 
прочностных и эксплуатационных показа-
телей конструкций и элементов грунтовых 
плотин. Выявленные в процессе анализа ра-
боты конструкции в условиях ее эксплуатации 
источники опасности позволяют оценить фак-
тические резервы несущей способности соору-
жения и принять эффективные меры по вос-
становлению эксплуатационных параметров.

Материалы и методы исследований. Ос-
новными критериями, влияющими на выбор ма-
тематических моделей материалов конструкций 
и элементов грунтовых плотин, является то, что:

1) все материалы должны описывать-
ся в рамках одной модели и по возможности 
максимально оснащены константами экспе-
риментально проверенными и легко численно 
реализуемыми;

2) диапазон действующих нагрузок, 
при которых подтверждается полная адекват-
ность физических свойств и математических 
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соотношений модели, должен соответствовать 
задачам исследования;

3) модель должна описывать поведение 
конструкций и элементов грунтовых плотин 
для всех типов статических нагружений, ко-
торые возникают при фильтрационных и мо-
розных воздействиях.

Таким критериям в большей степени 
соответствуют модели уравнения состояния, 
связывающие компоненты тензоров напряже-
ний и деформаций, а также скорости их из-
менения, которые получены и апробированы 
для численных расчетов и имеют полный на-
бор констант для материалов, применяемых 
в расчетах грунтовых плотин, выборе их кон-
струкций (бетон, железобетон, грунты и др.).

Для описания материалов, используе-
мых в грунтовых плотинах, принимаются ма-
тематические модели в следующем виде.

Модели деформирования бетонов:

1 ( ( )),ig f
t E t
    
  

 

( )E E  , при     ( ) 0f    – нагрузка;

  * E E  , при     ( ) 0  f   – разгрузка;  (1)

0g  , при     ( )  0f   ;

0g  , при     ( )  0f   ,

где Е – динамический модуль при нагрузке и разгрузке; 
*  – максимальная деформация, достигнутая при нагру-
жении, определяемая условием   ( )f  ; ( )f   – статиче-
ская диаграмма одноосного сжатия бетона.

Механическими характеристиками ма-
териала в рамках модели (1), которые опре-
деляются экспериментально, являются функ-
ции ( )E  , ( )f   и     (    ( ))f f   .

Модели деформирования грунтов

 

*

1 ; 0
( )( ( ))

1 ; 0
( , )

E t t
g f

t
E t t

 
  

 
 

            
  

, (2)

где *( , )E    – функция, характеризующая поведение 
среды при разгрузке;  f   – статическая диаграмма 
сжатия, аппроксимируемая функцией;

 2
2( ) ( )f k m     , (3)

    – динамическая диаграмма сжатия;

 1
0 1( ) ( )E m      , (3)

2
0 0 0E C  – мгновенный модуль упругости;
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 E   – текущий модуль нагружения; *( , )E    – модуль 
разгрузки;
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g – функция пластичности; 0
1* 2* 1* 1,  ,  ,  ,  ,  ,  ,E E k m  

2 1 2,  ,  m    – константы модели, определяемые экспери-
ментально.

Результаты исследований. Если 
взять за основу теорию упруговязкопластич-
ности, это позволит создать единую матмодель 
совместного деформирования ж /б и грунтов, 
несмотря на их неупругое поведение, то есть 
описание грунта или железобетона можно по-
лучить через использование параметров об-
щей математической модели.

Экспериментально установленные осо-
бенности неупругого деформирования грунтов 
и неупругого деформирования классических 
сред можно объяснить. Ввиду того, что у грун-
тов большая пористость, средние напряжения 
серьезно оказывают влияние на деформацию. 
Это значит, что грунты и по сдвигу, и по объе-
му представляют собой среду (массив) с двойной 
пластичностью. С другой стороны, напряженное 
состояние грунтовой среды определяется скоро-
стью ее объемного деформирования. Это говорит 
о том, что в разрушенном скелете связи между 
твердыми частицами грунта определяются тре-
нием (зацеплением) в точках контакта между 
ними. Особенно эти связи между частицами 
грунта в большей степени проявляются при объ-
емном сжатии. Вот почему вязкость по объем-
ному сжатию лежит в основе большинства ма-
тематических моделей. Также растягивающие 
напряжения не воспринимаются нескальными 
грунтами, и матмодель должна это учитывать.

Такая модель грунта может быть основана 
на теории Друккера-Прагера [1, 2]. Эта теория 
идеальной пластичности представлена в рабо-
тах [3-10]. В наших исследованиях модель ис-
пользуется для описания деформаций в грунте 
при решении задачи о мягком нагружении (ста-
тические и квазистатические процессы) грунта, 
а также как и задача о малости деформаций 
в бетоне при тех же условиях нагружения.

Теория малых упругопластических де-
формаций [11, 12] и теория деформационной 
пластичности послужили основой для выбора 
соотношений грунта.

Æàðíèöêèé Â.ß., Ñìèðíîâ À.Ï. 
Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ìàòåðèàëîâ êîíñòðóêöèé è ýëåìåíòîâ âîññòàíàâëèâàåìûõ ãðóíòîâûõ ïëîòèí 
äëÿ ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ
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Положим, что объемные деформации   [12] 
так же будут параметром функции пластично-
сти Ильюшина , как и интенсивность деформа-
ций u ij ije e  . Тогда при активном нагружении 
связь деформаций и девиаторов тензоров напря-
жений будет иметь следующий вид [11]:

 u
ij ij

u

s e


 ,  (6)

где u ij ijs s   – интенсивность тензора напряжений.

Функционал универсальной кривой ак-
тивной деформации   2 1 ,u u        по-
зволит выразить эту интенсивность:

   ,u u    . (7)

Уравнение состояния для девиаторов 
тензоров в скоростях [12] можно получить, 
дифференцируя соотношение (6) по времени:

  
 ,2 1 , ij klu

ij u ijkl kl
u u

e e
s I e  

   
 

     
  

   ,2 u
kl ije e  

 






 . (8)

Если объединить уравнение для шаровых 
частей тензоров напряжений и деформаций с за-
висимостью (8), получим уравнение следующего 
вида, не обладающее свойством симметрии:

  
 

11
3

2
ijkl ij kl

ij ij kl kl ij
ij kl

ij kl
u u

I
Ke e

e

  
      

  
  



                      



     ij ij
stK g f        . (9)

Пластические деформации по объемно-
му сжатию и по сдвигу в деформационной мо-
дели не зависят друг от друга. Критерий нача-
ла пластических деформаций по сдвигу, пред-
ставленный в напряжениях, запишем как

         22 0, s
u uF F b        .  (10)

Если переписать его в деформациях, это 
позволит более удобно им пользоваться:

     
 ,

2

s
s s u

u u u
b 

    



  ,  (11)

где s
u  – предел упругости по сдвигу; s

u  – соответству-
ющая ему интенсивность девиатора напряжений.

Условие (11) должно выполняться, ина-
че функция пластичности Ильюшина  тож-
дественно равна нулю. При выполнении 

условия (11) функция  может быть рассчита-
на, как и ее производные 

u






, 




, и соотноше-

ния (9) пересчитываются. С началом пласти-
ческих деформаций по сдвигу определяется u . 
Если условие начала разгрузки 0u   выпол-
няется, то можно принять новое значение пре-
дела упругости на сдвиг s

u , который равен 
текущей величине u . Тогда производные 
функции пластичности, как и сама , прини-
маются равными 0.

Математическая модель теории пласти-
ческого течения имеет условие, выражающее 
пластичность по объемному сжатию, и здесь 
также применимо это условие.

Запишем кривую активной деформа-
ции u  как случай линейно упрочняющегося 
по сдвигу материала. Уравнение примет вид:

     2 2s s
u t u u u         .  (12)

Сравнивая вышеприведенное уравне-
ние с зависимостью (7) для функции  ,u  , 
можно получить выражение пластичности  
для линейно-упрочняющейся по сдвигу сре-
ды (материала):

  
 , 1 1

s
t u

u
u

m e qw e q
m e

         
.  (13)

Основные положения теории течения 
и деформационной теории служат основой для 
составления матмодели для бетона, но с учетом 
влияния скорости деформирования на сдвиго-
вые показатели и без учета среднего гидро-
статического давления и влияния вязкости 
по объемному сжатию. Зависимость радиуса 
поверхности текучести от скорости пластиче-
ской деформации позволит учесть вязкость бе-
тона при сдвиге по следующей формуле:

    0 1
mp

eqv

concrete

F k


 


 
   

 


.  (14)

Наличие арматуры также учитыва-
ется данной матмоделью. Процент армиро-
вания  3%, поэтому эффективные модули 
по оси армировки x получают по следующему 
правилу смеси:

  1sc steel concreteC nC n C  
     .  (15)

Вязкость бетона и арматуры необходимо 
учесть, так как арматура будет претерпевать 
пластические деформации при определенной 
интенсивности динамической нагрузки. Вли-
яние скорости деформирования для арматуры 
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является существенным [13]. Поэтому одномер-
ное определяющее соотношение, наиболее под-
ходящее для уложенной арматуры по оси x, –

 
 1 1 st

steel
steel

f  


   
 

  


  .

  
 d

steeldfE
d










  (16)

Оптимальное соотношение матмодели 
взаимодействия грунта и бетона можно пред-
ставить в следующем уравнении:

  ij ijkl kl ijC     .   (17)

Выводы
Оптимизированы основные соотноше-

ния математических мо делей и сред, приме-
няемых при разработке методов расчетного 
обоснования напорных грунтовых сооруже-
ний. Обоснованы модели материалов кон-
струкций и элементов грунтовых плотин для 
разработки методов пространственного дефор-
мирования при произвольных нагружениях 
сооружения.

Полученные соотношения математиче-
ских моделей приведены для объемно-дефор-
мируемых сред с вязкостью и учитывают вли-
я ние скорости деформирования на характер 
диаграмм деформирования.
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