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Ïðè ðåøåíèè çàäà÷ ãèäðîóïðóãîñòè ðàññìîòðåíû õàðàêòåðèñòèêè ðàñïðåäåëå-
íèÿ ñêîðîñòåé ïîòîêà íåïîñðåäñòâåííî çà íàïîðíûì îðãàíîì ïî òå÷åíèþ. Âî ìíîãèõ
çàäà÷àõ ïðîôèëü ñêîðîñòè íà âõîäå â òðóáó è íà âûõîäå èç íåå ìîæíî ïðèíÿòü
ïðèáëèæåííî ïîñòîÿííûì ïî ñå÷åíèþ. Ïðåäñòàâëåíà îêîí÷àòåëüíàÿ ëèíåàðèçîâàí-
íàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé ãèäðîóïðóãîé äèíàìèêè.

Ñïåêòðàëüíûé ñîñòàâ ïóëüñàöèè ñêîðîñòåé, çàäà÷è ãèäðîóïðóãîñòè, ïðîôèëü
ñêîðîñòè, ëèíåàðèçîâàííàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé.

When solving the tasks of hydro-elasticity there are considered characteristics of
velocities flow distribution directly after the head organ along the current. In many tasks
the velocity profile in the pipe inlet and outlet may be assumed constant in the rough on the
cross section. The final linearized equations system of hydro-elastic dynamics is presented.

Spectral structure of velocities pulsation, tasks of hydro-elasticity, velocity profile,
linearized system of equations.

çà íàïîðíûì îðãàíîì ïî òå÷åíèþ. Òàê,
íàïðèìåð, äëÿ ìíîãèõ óñòðîéñòâ ýòî ðàñ-
ïðåäåëåíèå ìîæåò áûòü ïðèíÿòî ïîñòî-
ÿííûì, à âîçìóùåíèÿ, ñíîñèìûå ââåðõ ïî
ïîòîêó îò íàïîðíîãî îðãàíà â êîíöå òðó-
áû, âûðàâíèâàþò ïðîôèëü ñêîðîñòåé. Ïî-
ýòîìó âî ìíîãèõ çàäà÷àõ ìîæíî ïðèáëè-
æåííî ïðèíèìàòü ïðîôèëü ñêîðîñòè íà
âõîäå â òðóáó è íà âûõîäå èç òðóáû ïî-
ñòîÿííûì ïî ñå÷åíèþ. Ïðè ýòîì ðàäèàëü-
íûé êîìïîíåíò ñêîðîñòè æèäêîñòè â óêà-
çàííûõ ñå÷åíèÿõ ðàâåí 0, ïîñêîëüêó
ðàäèàëüíàÿ ñêîðîñòü, êàê â öåíòðå ïîòî-
êà, òàê è íà æåñòêîé ñòåíêå â òðóáå, âñå-
ãäà ðàâíà íóëþ. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, êàê
ïðàâèëî, íà âûõîäå èç ðåãóëèðóþùèõ îð-
ãàíîâ (êðîìå òóðáîíàñîñîâ) çàêðó÷åííîñòü
ïîòîêà ìàëà è òå÷åíèå â òðóáå ìîæåò ñ÷è-
òàòüñÿ ïðèáëèæåííî îñåñèììåòðè÷íûì.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî òå÷åíèå íå ñîïðîâîæ-
äàåòñÿ êàâèòàöèîííûìè ðàçðûâàìè
ñïëîøíîñòè æèäêîñòè.

Ïðè àíàëèçå íåñòàöèîíàðíûõ äâèæå-
íèé æèäêîñòè äèíàìè÷åñêèå óðàâíåíèÿ
ìîæíî çàïèñàòü â ïðåäïîëîæåíèè íåñæè-
ìàåìîñòè, à ñæèìàåìîñòü ñóùåñòâåííà
ëèøü ïðè àíàëèçå óðàâíåíèÿ íåðàçðûâ-
íîñòè è óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ.

Óðàâíåíèå íåðàçðûâíîñòè èìååò ñëå-
äóþùèé âèä:

Ðàññìîòðèì òðóáîïðîâîä êîíå÷íîé
äëèíû, ñîåäèíÿþùèé äâà ýëåìåíòà, êîòî-
ðûå ðåãóëèðóþò ðàñõîä èëè äàâëåíèå,
íàïðèìåð äâà íàñîñà. Òðóáà ïðåäñòàâëÿ-
åò ñîáîé ïîëûé êðóãîâîé öèëèíäð äëè-
íîé L (ðàäèóñ – R; òîëùèíà ñòåíêè – h).
Ìàòåðèàë òðóáû – ëèíåéíî-óïðóãèé, èçî-
òðîïíûé. Êðîìå òîãî, äëÿ òðóá h << R,
÷òî ïîçâîëÿåò ðàññìàòðèâàòü òðóáó êàê
îáîëî÷êó. Â ñâÿçè ñ íàëè÷èåì êàñàòåëü-
íûõ íàïðÿæåíèé íà âíóòðåííåé ïîâåðõ-
íîñòè îáîëî÷êè è îòíîñèòåëüíîé òîëùèíîé
h/R, áîëüøåé, ÷åì ïðèíÿòî ïðè èñïîëüçî-
âàíèè ãèïîòåç Êèðõãîôà–Ëÿâà, íåîáõîäè-
ìî ó÷èòûâàòü ïîïåðå÷íûå ñäâèãè è èíåð-
öèþ âðàùåíèÿ. Òàêîé ïîäõîä ïðèâîäèò ê
óòî÷íåííîé òåîðèè îáîëî÷åê òèïà Òèìî-
øåíêî. Êàê ïðàâèëî, ïîäñîåäèíåíèå
òðóáû ê íàïîðíûì îðãàíàì ÿâëÿåòñÿ
ôëàíöåâûì. Ïðè ðàñ÷åòàõ ôëàíöåâûå ñî-
åäèíåíèÿ îáû÷íî ïðèáëèæåííî çàìåíÿþò
êðàåâûìè óñëîâèÿìè òèïà Íàâüå.

Æèäêîñòü â òðóáå îáëàäàåò âÿçêîñ-
òüþ (â ñîîòâåòñòâèè ñ ãèïîòåçàìè Íüþòîíà
è Ïðàíäòëÿ ïðè ëàìèíàðíîì è òóðáóëåíò-
íîì òå÷åíèè). Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî çàäàí çà-
êîí èçìåíåíèÿ ðàñõîäà èëè äàâëåíèÿ æèä-
êîñòè íà âõîäå òðóáû èëè íà âûõîäå èç íåå
è ÷òî èçâåñòíû õàðàêòåðèñòèêè ðàñïðåäå-
ëåíèÿ ñêîðîñòåé ïîòîêà íåïîñðåäñòâåííî
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 (1)

ãäå ρ – ïëîòíîñòü æèäêîñòè;  – âåêòîð ñêî-
ðîñòè; t – âðåìÿ.

Ñâÿçü äàâëåíèÿ è ïëîòíîñòè â âÿçêîé
æèäêîñòè óñòàíàâëèâàåòñÿ ôîðìóëîé
Ëåîíòîâè÷à–Ìàíäåëüøòàìà:

dp = ñ2dρ – μ
2
d(div ),  (2)

ãäå ð – äàâëåíèå æèäêîñòè; ñ – ñêîðîñòü çâó-
êà, ïî Ëàïëàñó; μ

2
 – êîýôôèöèåíò îáúåìíîé

âÿçêîñòè, ïî Ñòîêñó.
Äèíàìè÷åñêîå óðàâíåíèå ïðè ëàìè-

íàðíîì òå÷åíèè æèäêîñòè:

 (3)

ãäå  ρ
0
 – íà÷àëüíàÿ ïëîòíîñòü æèäêîñòè;  –

âåêòîð âíåøíèõ îáúåìíûõ ñèë, äåéñòâóþùèõ
íà æèäêóþ ÷àñòèöó; μ

1
 – ïåðâûé (ñäâèãîâûé)

êîýôôèöèåíò âÿçêîñòè, ïî Ñòîêñó; Δ – îïåðà-
òîð Ëàïëàñà.

Äëÿ âûâîäà óðàâíåíèé òóðáóëåíòíî-
ãî òå÷åíèÿ âûïèøåì óðàâíåíèå äâèæåíèÿ
ñïëîøíîé ñðåäû â ôîðìå:

 =  + divP,  (4)

ãäå  – âåêòîð óñêîðåíèÿ;  – âåêòîð ìàññî-
âûõ ñèë; Ð – òåíçîð íàïðÿæåíèé.

Ïðè òóðáóëåíòíîì äâèæåíèè æèä-
êîñòè ýòî óðàâíåíèå ìîæåò áûòü çàïèñà-
íî òàê, êàê ïðåäëîæèë Î. Ðåéíîëüäñ:

ãäå ÷åðòîé ñâåðõó îáîçíà÷åíû óñðåäíåííûå âå-
ëè÷èíû.

Ñîãëàñíî Îçåíó, , ñëåäîâà-

òåëüíî, óðàâíåíèå (5) ìîæíî çàïèñàòü òàê:

 (6)

Äëÿ îáîáùåííîé æèäêîñòè Íüþòîíà–
Ïðàíäòëÿ ïðè òóðáóëåíòíîì òå÷åíèè ýëå-
ìåíòû òåíçîðà íàïðÿæåíèé èìåþò ñëåäó-
þùèé âèä:

ãäå μ
3ƒ = μ

1
·Re’;  l’ – äëèíà ïóòè

ïåðåìåøèâàíèÿ;  = v – ñêîðîñòü.

Ïðåäïîëàãàÿ, âñëåäñòâèå íåñæèìà-

åìîñòè, ÷òî  è îïóñêàÿ ÷åðòó ïðè

çàïèñè ñðåäíåñòàòèñòè÷åñêèõ âåëè÷èí, ïîëó-
÷èì ñëåäóþùèå äèíàìè÷åñêèå óðàâíåíèÿ:

 (7)

Êàê îáû÷íî äåëàåòñÿ â òåõíè÷åñêîé
ãèäðîäèíàìèêå, ïðåíåáðåæåì çàâèñèìîñ-
òüþ μ

1
 îò ðåæèìà òå÷åíèÿ, õîòÿ μ

1
 åñòü

ìàòåðèàëüíàÿ êîíñòàíòà, â òî âðåìÿ êàê
μ

3
  ñóùåñòâåííî çàâèñèò îò ïðîèçâîäñòâà

è äèññèïàöèè òóðáóëåíòíîé ýíåðãèè è îò
ðåæèìà òå÷åíèÿ â öåëîì.

Íà ñòåíêå òðóáû äëÿ ñêîðîñòè æèä-
êîñòè ñòàâÿòñÿ óñëîâèÿ íåïðîíèöàåìîñ-
òè è ïðèëèïàíèÿ:

 

 (8)

ãäå  – íîðìàëüíîå, îñåâîå è òàíãåí-
öèàëüíîå ñìåùåíèÿ ñòåíêè ñîîòâåòñòâåííî; ∇ –
îïåðàòîð Ãàìèëüòîíà.

Â ñèëó ïðåäïîëîæåíèÿ îá îñåâîé
ñèììåòðèè çàäà÷è  óñëîâèå (8)
âûïîëíÿåòñÿ òîæäåñòâåííî. Âûïèøåì
ïîëíóþ ñèñòåìó ñîîòíîøåíèé, îïèñûâàþ-
ùèõ íåñòàöèîíàðíîå òå÷åíèå æèäêîñòè â
îòñóòñòâèå ìàññîâûõ ñèë â òðóáå ñ ó÷å-
òîì ââåäåííûõ ãèïîòåç, èñêëþ÷èâ ρ ñ ïî-
ìîùüþ ñîîòíîøåíèé (1) è (2):
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 (9)

Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ èìåþò âèä:

 (10)

ãäå ν, u, ψ – ñìåùåíèÿ ñðåäèííîé ïîâåðõíîñòè è
óãîë ïîâîðîòà íîðìàëè îáîëî÷êè.

Ñâÿçü w, è, ψ  äàåòñÿ ëèíåàðèçèðî-
âàííûìè ñîîòíîøåíèÿìè òåîðèè îáîëî-
÷åê òèïà Òèìîøåíêî (ïðèíÿòî k = 1):

(11)

ãäå ρ
*
 – ïëîòíîñòü; Å – ìîäóëü óïðóãîñòè; μ –

êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà äëÿ ìàòåðèàëà îáîëî÷êè;

 (12)

Â ðàâåíñòâàõ (9)…(12) õ – ïðîäîëü-

íàÿ, r – ðàäèàëüíàÿ êîîðäèíàòû;  –

ïðè ëàìèíàðíîì òå÷åíèè;  – ïðè

òóðáóëåíòíîì òå÷åíèè.
Äîïîëíÿÿ ñîîòíîøåíèÿ (9)…(12)

ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè äëÿ æèäêîñòè íà
âõîäå â òðóáó è íà âûõîäå èç òðóáû óñëî-
âèÿìè äëÿ ïåðåìåùåíèé îáîëî÷êè íà òîð-
öàõ è íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè, ïðèõîäèì ê
êîððåêòíîé ñìåøàííîé çàäà÷å äëÿ ñèñòå-
ìû óðàâíåíèé òèïà Êîøè–Êîâàëåâñêîé ñ
ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè âûñîêîãî ïîðÿäêà.

Ïåðåéäåì ê áåçðàçìåðíûì ïåðåìåí-

íûì äëÿ êîîðäèíàò, ñêîðîñòåé, ïåðåìåùå-
íèé îáîëî÷êè è äàâëåíèÿ:

    

 (13)

  

 ,

ãäå V
x
 è V

r
 – ñîîòâåòñòâåííî õàðàêòåðíûå ñêî-

ðîñòè â ðàäèàëüíîì è îñåâîì íàïðàâëåíèÿõ, íà-
ïðèìåð: V

x
 = max ν

x
; V

r
 = max ν

r
.

Òîãäà óðàâíåíèÿ (9)…(12) èìåþò âèä:

 (14)
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ãäå  

    

Êàê ïðàâèëî, â íàïîðíûõ òðóáîïðî-
âîäàõ Ì << 1, ÷òî ïîçâîëÿåò èñêàòü ðåøå-
íèÿ ñèñòåìû (14) â âèäå ðàçëîæåíèé â ðÿäû
ïî ìàëîìó ïàðàìåòðó Ì. Îòìåòèì, ÷òî ïî-
ãðåøíîñòü òåîðèè îáîëî÷åê òèïà Òèìîøåí-

êî èìååò ïîðÿäîê , ÷òî äëÿ òðóá ñ

h = 0,001 ì, R = 0,1 ì ñîñòàâëÿåò  δ ≈ 0,01.
Îáû÷íî ñêîðîñòü æèäêîñòè â íàïîð-

íîé òðóáå ïî ïîðÿäêó âåëè÷èíû ñîñòàâ-
ëÿåò 10 ì/ñ, ñêîðîñòü çâóêà â âîäå –
1500 ì/ñ, ïîýòîìó ïîãðåøíîñòü íóëåâîãî
ïðèáëèæåíèÿ ìåòîäà ìàëîãî ïàðàìåòðà
â ñëó÷àå òå÷åíèÿ æèäêîñòè â òðóáå ñî-
âïàäàåò ñ ïîãðåøíîñòüþ òåîðèè îáîëî÷åê
òèïà Òèìîøåíêî, ñëåäîâàòåëüíî, óðàâíå-
íèÿ (13)…(14) â ïðåäåëàõ òî÷íîñòè òåî-
ðèè îáîëî÷åê ìîãóò áûòü ëèíåàðèçîâàíû.

Îêîí÷àòåëüíàÿ ëèíåàðèçèðîâàííàÿ
ñèñòåìà óðàâíåíèé ãèäðîóïðóãîé äèíàìè-
êè ìîæåò áûòü çàïèñàíà òàê (çâåçäî÷êè
ïðè áåçðàçìåðíûõ ïåðåìåííûõ îïóùåíû):

 (15)

Ìàëîñòü êîíâåêòèâíîãî ÷ëåíà â
óðàâíåíèÿõ (14)…(15) ìîæåò áûòü îáúÿñ-
íåíà òåì, ÷òî îí îáóñëîâëåí äåôîðìàöèåé
ëèíèé òîêà, âûçûâàåìîé èçìåíåíèåì
îáúåìà òå÷åíèÿ è ñæèìàåìîñòüþ. Ñæè-
ìàåìîñòü æèäêîñòè ìàëà, ìàëû è ïåðåìå-
ùåíèÿ îáîëî÷êè.

Â ïðÿìîëèíåéíûõ îòðåçêàõ òðóáî-
ïðîâîäîâ ïðè ñîîòâåòñòâóþùåé îðãàíèçà-
öèè ïîòîêà îáû÷íî νr << νx, èëè, ÷òî òî æå
ñàìîå, λ << 1. Òîãäà óðàâíåíèÿ (14)…(15)
ìîãóò áûòü åùå áîëåå óïðîùåíû.

Ïðåäïîëàãàÿ äàëåå, ÷òî 

  è îòáðàñûâàÿ óñëîâèÿ

íåïðîòåêàíèÿ è ïðèëèïàíèÿ, ïîëó÷èì:

+
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 (16)

 

Ñôîðìóëèðóåì òåïåðü ãðàíè÷íûå
óñëîâèÿ. Äëÿ ïîòîêà â òðóáå áóäåì ñ÷è-
òàòü, ÷òî ïðè t < t•  ãäå t•  – ìîìåíò âðå-
ìåíè, áîëüøèé íóëÿ, æèäêîñòü ðàâíîìåð-
íî èñòåêàåò â àòìîñôåðó ïî òðóáîïðîâîäó
äëèíîé L ñ ïîñòîÿííûì äàâëåíèåì ð0 è
ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ ν

0
, à â ìîìåíò âðå-

ìåíè t
1
 ñðàáàòûâàåò óñòðîéñòâî, çàäàþùåå

çàêîí èçìåíåíèÿ ðàñõîäà . Êðàåâûå
óñëîâèÿ çàïèøåì òàê:
ν(x, 0) = ν

0
; p(x, 0) = p

0
; w(x, 0) = w

0
; u(x, 0) =

u
0
; ψ(x, 0) = ψ

0
; w(0, t) = w(η, r) = 0; u(0, t) =

= u(η, t) = 0;  (17)

ψ(0, t) = ψ     (η, r) = 0; 

ãäå                         (18)

Õàðàêòåðèñòèêè ôóíêöèè ðàñõîäà íà
âõîäíîì ñå÷åíèè îáîëî÷êè õ = 0 ñóùå-
ñòâåííî çàâèñÿò îò ìíîãèõ ôàêòîðîâ, íà-
ïðèìåð: îò òèïà ïåðåêà÷èâàþùåãî óñòðîé-
ñòâà, ðàçìåðîâ ñèñòåìû è ò.ï. Ïîýòîìó
ñïåêòðàëüíûé ñîñòàâ ïóëüñàöèé ñêîðîñòåé
è çíà÷åíèÿ îöåíîê â êàæäîì êîíêðåòíîì
êîíñòðóêöèîííîì ñëó÷àå ñèñòåìû òðåáó-
þò äàëüíåéøåé äåòàëèçàöèè è óòî÷íåíèÿ.

Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå îáîáùåíèé
âåêòîð, ýëåìåíòàìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ
ñêîðîñòü òå÷åíèÿ æèäêîñòè â îáîëî÷êå,
äàâëåíèå, íîðìàëüíîå, òàíãåíöèàëüíîå è
óãëîâûå ïåðåìåùåíèÿ:

 = (v, p, w, u, ψ).  (19)

Ðàññìîòðèì ðàñ÷åòíóþ îáëàñòü öè-
ëèíäðè÷åñêîé îáîëî÷êè, ðàñïîëîæåííóþ

â ïîëå íåêîòîðîãî àãðåãàòà, ïåðåêà÷èâà-
þùåãî æèäêîñòü, ñ ïîìîùüþ êîòîðîé îñó-
ùåñòâëÿþòñÿ êðàåâûå çàêðåïëåíèÿ îáî-
ëî÷êè â ñå÷åíèè x = L. Î÷åâèäíî, ÷òî â
óêàçàííîé îáëàñòè ìîæíî âûäåëèòü äâå
õàðàêòåðíûå çîíû è ïðîâåñòè äëÿ êàæ-
äîé ñïåöèôèêàöèþ ïîëåé ñêîðîñòåé, äàâ-
ëåíèé, ïåðåìåùåíèé è íàïðÿæåíèé.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âñå ðàññìàòðèâà-
åìûå ïîëÿ ÿâëÿþòñÿ ñòàöèîíàðíûìè ïî
âðåìåíè. Òîãäà â ïåðâîé çîíå ìû áóäåì
èìåòü íåîäíîðîäíûå ïî ïðîäîëüíîé êî-

îðäèíàòå ïîëÿ ýëåìåíòîâ âåêòîðà . Âî
âòîðîé çîíå áóäåì èìåòü îäíîðîäíûå ïîëÿ
ïåðåìåùåíèé â ñèëó óäàëåííîñòè ýòîé
çîíû îò êðàåâûõ çàêðåïëåíèé, êîòîðûå
âíîñÿò èñêàæåíèÿ â ýòè ïîëÿ.

Íà îñíîâå ïðåäëîæåííîé ñïåöèôèêà-
öèè ïîëåé ïðåäñòàâèì ýëåìåíòû âåêòîðà

 â âèäå ñóììû èõ ñîîòâåòñòâóþùèõ
ïóëüñàöèé:

 (20)

Çäåñü ýëåìåíòû âåêòîðà ìàòåìàòè-

÷åñêèõ îæèäàíèé  íåîáõîäèìî îïðå-
äåëÿòü èç ñèñòåìû (16) ñ ãðàíè÷íûìè è
íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè (17). Ïðè ýòîì öå-
ëåñîîáðàçíî èñïîëüçîâàòü ïðåîáðàçîâàíèå
Ïàïàêñè ñ ïîñëåäóþùèì ÷èñëåííûì èëè
àíàëèòè÷åñêèì îïðåäåëåíèåì (ïî Ëàïëà-
ñó) è ÷èñëåííûì âûïîëíåíèåì îáðàòíîãî
ïðåîáðàçîâàíèÿ.

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó îá îïðåäåëåíèè
ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííûõ ïåðåìåùåíèé
è íàïðÿæåíèé â çîíå òîðöåâûõ êðàåâûõ
ãèäðîóïðóãèõ ýôôåêòîâ. Äëÿ ýòîãî èñïîëü-
çóåì ïðîöåäóðó ìåòîäà äèñêðåòíûõ òðàíñ-
ôîðìàíò Ôóðüå, ïîäðîáíî èçëîæåííóþ
ïðèìåíèòåëüíî ê ðåøåíèþ ëèíåéíûõ çàäà÷.

Â ñèëó ïðèíÿòûõ ïðåäïîëîæåíèé

äëÿ ýëåìåíòîâ âåêòîðà  áóäåò ñïðàâåä-
ëèâî ñëåäóþùåå êàíîíè÷åñêîå ðàçëîæåíèå:

 (21)

ãäå k, ω – âîëíîâîå ÷èñëî è ÷àñòîòà; Ñ(k, ω) –
äåëüòà-êîððåëèðîâàííàÿ ôóíêöèÿ ñ èçâåñòíûì
ñïåêòðîì S(k, ω) ïóëüñàöèé ñêîðîñòåé.

Ïîäñòàâëÿÿ ðàçëîæåíèå (21) â ñèñòå-
ìó (16), ïðèõîäèì ê ñèñòåìå äèôôåðåíöè-
àëüíûõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî òðàíñôîð-
ìàíò Ôóðüå ñêîðîñòè, äàâëåíèÿ è
ïåðåìåùåíèé, êîòîðàÿ ñîäåðæèò êîìïëåêñ-
íûå êîýôôèöèåíòû. Ïðåäñòàâèì åå ðåøåíèå:

 = Vr + iV
m
;  = pr + ip

m
;  = Wr + iW

m
;
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Ãèäðîòåõíè÷åñêîå ñòðîèòåëüñòâî

= U
r
 + iU

m
;  = ψ

r 
+ ψ

m
,  (22)

ãäå r îòíîñèòñÿ ê äåéñòâèòåëüíîé, à èíäåêñ m –
ê ìíèìîé ÷àñòè ñîîòâåòñòâóþùèõ òðàíñôîðìàíò.

Ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåé ñèñòåìå:

  (23)

Çäåñü ïðîâåäåíî èñêëþ÷åíèå ïðè
ïîìîùè âòîðîãî óðàâíåíèÿ (16):

Ñèñòåìà óðàâíåíèé (23) ÿâëÿåòñÿ ñè-
ñòåìîé îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé øåñòíàäöàòîãî ïîðÿäêà, êîòîðàÿ
ðåøàåòñÿ ïðè ôèêñèðîâàííîé ÷àñòîòå ω.
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