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В оценке гидродинамических параметров бетонных смесей, укладываемых в монолитные 
облицовки каналов, важнейшим моментом является разработка математических моделей, 
которые описывают процессы сползания бетонной смеси с учетом динамики снижения скорости 
и повышения вязкости бетонной смеси во времени. Исследуются основные закономерности 
гидродинамического многослойного сдвигового течения бетонной смеси на поверхности 
плоского откоса канала, где многослойный плоскопараллельный вязкий поток движется 
под действием силы тяжести. Решается краевая задача двухслойного течения бетонной смеси, 
рассматривается система из двух слоев вязких несжимаемых жидкостей со свойствами каждого 
соответственно, толщиной придонного и верхнего слоя с учетом скорости скольжения частиц 
вязкой жидкости, расположенных друг над другом. Полученное аналитическое решение задачи 
в стационарном режиме сдвигового двухслойного течения двух различных несмешивающихся 
вязких жидкостей с различными свойствами позволяет сформулировать основные 
закономерности таких течений и описать процессы сползания многослойной бетонной смеси 
с учетом динамики снижения скорости и повышения вязкости бетонной смеси во времени. 
Разработана математическая модель, где отдельно для каждой представлены динамическая 
и кинематическая структуры многослойного сдвигового течения в обеих вязких слоях.
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In assessing the hydrodynamic parameters of concrete mixtures placed in monolithic 
channel linings, the most important point is the development of mathematical models that 
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describe the processes of concrete mixture slippage, taking into account the dynamics of speed 
reduction and increase in the viscosity of the concrete mixture over time. The main regularities 
of the hydrodynamic multilayer shear fl ow of a concrete mixture on the surface of a fl at channel slope, 
where a multilayer plane-parallel viscous fl ow moves under the action of gravity, are investigated. 
The boundary value problem of a two-layer fl ow of a concrete mixture is solved, a system of two layers 
of viscous incompressible liquids is considered with the properties of each, respectively, the thickness 
of the bottom and upper layers, taking into account the sliding velocity of particles of a viscous liquid 
located one above the other. The obtained analytical solution of the problem in the stationary regime 
of a two-layer shear fl ow of two different immiscible viscous fl uids with different properties makes it 
possible to formulate the main laws of such fl ows and describe the processes of sliding of a multilayer 
concrete mixture, taking into account the dynamics of speed reduction and increase in the viscosity 
of the concrete mixture over time. A mathematical model has been developed where the dynamic 
and kinematic structures of a multilayer shear fl ow in both viscous layers are presented separately.

Keywords: channels for water management, hydrodynamic parameters of concrete mixture, 
monolithic concrete lining of channels, two-dimensional fl ow of concrete mixture, linear 
hydrodynamic model, boundary conditions
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Введение. Одна из основных проблем 
каналов водохозяйственного назначения за-
ключается в повышении их коэффициента 
полезного действия. Самым эффективным ре-
шением этой проблемы является устройство 
различного рода противофильтрационных 
одежд: монолитных бетонных и железобетон-
ных; сборных железобетонных; бетонопленоч-
ных и грунтопленочных облицовок [1].

Бетонные облицовки каналов, несмотря 
на сравнительно высокую стоимость, при ком-
плексном сравнении с другими противофиль-
трационными мероприятиями зачастую оказы-
ваются наиболее экономичными. Они надежны 
и эффективны. Их применяют, чтобы увеличить 
пропускную способность каналов, сократить 
объемы земляных работ при уменьшении габа-
ритов канала, защитить от деформации русла 
и его зарастания.

Монолитные бетонные облицовки каналов, 
несмотря на сложность их устройства, в сравне-
нии со сборными чаще всего оказываются наибо-
лее экономичным решением.

В оценке гидродинамических параметров 
бетонных смесей, укладываемых в монолитные об-
лицовки каналов, важнейшим моментом являет-
ся разработка математических моделей, которые 
описывают процессы сползания бетонной смеси 
с учетом динамики снижения скорости и повыше-
ния вязкости бетонной смеси во времени [2-7].

Материалы и методы исследований. 
Исследуются основные закономерности гидро-
динамического многослойного сдвигового тече-
ния бетонной смеси на поверхности плоского 
откоса канала (рис.).

Рис. Схема многослойного 
сдвигового течения бетонной смеси 

на поверхности плоского откоса канала:
1 – профиль русла канала; 

2 – зона с постоянной скоростью течения; 
3 – зона течения с повышенными скоростями; 

α – угол заложения откоса
Fig. Scheme of the multilayer shear fl ow 
of the concrete mixture on the surface 

of the fl at slope of the channel: 
1 – channel bed profi le; 2 – a zone with a constant fl ow rate; 

3 – fl ow zone with increased speeds; α – the angle of the slope

В силу ше роховатости поверхности откоса 
в ее плоскости вязкий поток тормозится и поэто-
му формируется зона с относительно постоянной 
скоростью течения. Над этой зоной формируется 
другая – зона течения с повышенной скоростью 
частиц. В результате образуется сложная кине-
матическая структура потока [8-10].

В общем виде рассматривается поток, со-
стоящий из плоскопараллельных слоев несме-
шивающихся жидкостей.

Многослойный плоскопараллельный вяз-
кий поток движется под действием силы тяжести. 
Свойства материалов многослойного сдвигового 
потока характеризуются плотностями ρ1, ρ2, …, 
ρк,…, ρm, динамическими вязкостями η1, η2, …, ηк,…, 
ηm, глубиной h1, h2, …, hк,…, hm. Геометрические 
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и физико-механические параметры отдельных 
слоев соответствуют бетонным смесям.

Результаты и их обсуждение. Пред-
положим, что плоское двумерное движение си-
стемы m слоев вязких несмешивающихся жид-
костей, помещенных в поле силы тяжести, опи-
сывается уравнениями для каждого:

 
               
               

  
   

  
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2 2

2 2

2 2

2 2

sin

cos .

x x x

z z z

p g
x tx z
p g
z tx z

  (1)

К этой системе уравнений необходимо 
присоединить условие несжимаемости двумер-
ного потока бетонной смеси

  
 

 
  .0x z

x z
  (2)

Тогда для первого слоя эта система 3-х диф-
ференцированных уравнений принимает вид:

2 2
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Движение вязкой жидкости во втором слое 
описывается системой линейных уравнений:

2 2
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В верхнем слое с учетом свободной гра-
ницы эта система уравнений принимает вид:

2 2
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 
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1 2 1 1 2... ...      0 90m mh h h z h h h           .

На внутренних плоскостях контакта раз-
личных несмешивающихся жидкостей с раз-
личными свойствами выполняются граничные 
условия, выражающие равенство кинематиче-
ских и динамических параметров потока вяз-
ких жидкостей:

    

     

     , 1 , 1 , 1

1 2 1

,    ,          (3.4)
... ,    1,2...

xk x k zk z k zk z k

k kz z h h h k m .
  (6)

На наружных плоскостях, ограничива-
ющих многослойный поток вязкой жидкости, 
формируются следующие краевые условия.

В точках свободной поверхности действу-
ет только атмосферное давление, поэтому гра-
ничные условия записываются как

    ,     0,zm o zxmp  (7)

   1 2 ,... mz h h h

где 


 
1

m

i
i

z h  – положение свободной поверхности.

Нижняя плоскость z = 0 сжимается пло-
скостью с шероховатой поверхностью, в точках 
которых в ноль обращаются скорости частиц (вы-
полняются граничные условия прилипания):
    1 10,     0,     0      (3.6)x z z .  (8)

Начальные условия не рассматриваются.
Системы линейных дифференцированных 

второго порядка с постоянными коэффициента-
ми (3)…(5), описывающие сдвиговое течение вну-
три каждого из m слоев могут быть проинтегри-
рованы как для стационарных, так и переходных 
процессов, возникающих при движении вдоль 
откосов бетонной смеси и определенной устой-
чивости облицовок земляных русел каналов.

Для решения краевой задачи двухслойного 
течения бетонной смеси рассматривается система 
из двух слоев вязких несжимаемых жидкостей 
со свойствами ρ1, η1 и ρ2, η2 соответственно; толщина 
придонного слоя – h1, а толщина верхнего слоя – 
h2 (рис.); υх2 и υх1 – скорости скольжения частиц вяз-
кой жидкости, расположенных друг над другом.

Используются только системы дифферен-
цированных уравнений (3) и (4), дополненные 
следующими граничными условиями на вну-
тренней границе z = h1, разделяющей оба нес-
мешивающихся потока:

1 1 1 2 1 2 1,   ,   ,       (3.7)z z x x z z z h         .  (9)

Режим контактного взаимодействия вязкой 
жидкости с шероховатым наклонным основанием 
сводится к заданию граничных условий примы-
кания частиц жидкости к шероховатой плоскости:
    1 10,    0,    0       (3.8)x z z .  (10)
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На свободной поверхности действует толь-
ко атмосферное давление, следовательно, гра-
ничные условия записываются как

     2 2 1 2,  0,           (3.9)z o zxp z h h .  (11)

Переходим к исследованию сдвигового 
течения двух несмешивающихся жидкостей 
постоянной глубины h1 иh2 с физическими па-
раметрами ρ1, ρ2 и η1, η2. Кинематическая струк-
тура двухслойного сдвигового вязкого потока 
строится на базе следующих допущений.

Течение происходит с весьма малыми 
скоростями, и их изменение тоже мало. Это 
предположение позволяет пренебрегать сила-
ми инерции в уравнениях (3) и (4), то есть

 





 1
1 0;x

t
 1

1 0;z

x







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 2
2 0;x
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 





 2
2 0;z

x
Принимается, что поперечные компонен-

ты векторов скорости сдвигового потока обра-
щаются в ноль:
  1 0z ,  2 .0z  (13)

А составляющие  1 ,x   2x  зависят только 
от переменной z:

    1 1 1 20 ,      h .z h z h h

Тогда придонное течение описывается 
следующей системой неоднородных дифферен-
цированных уравнений второго порядка с по-
стоянными коэффициентами:
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 (14)
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В верхнем слое эти уравнения принима-
ют вид:
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2 212

21
21
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xd g
dz

dp g
dz

 (15)

  0 90    1 1 2h z h h .

К уравнениям линейной гидродинамиче-
ской модели (14) и (15) следует присоединить 
граничные условия: на поверхности z = h1, раз-
деляющей два потока вязкой жидкости и на на-
ружных поверхностях z = 0; z = h1+h2 = h.

На поверхности контакта z = h1 двух дви-
жущихся несмешивающихся вязких жидкостей 

выполняются следующие силовые и кинемати-
ческие граничные условия:
      1 2 1 2 1,    ,    z z x x z h . (16)

Сдвиговое течение в придонном слое 
  z h по основанию в режиме их контактного 
взаимодействия с трением сводится к гранично-
му условию «прилипания» частиц к шероховато-
му основанию откоса:
    1 1,   0,     0     (3.15)zx x z .  (17)

Касательное напряжение  1zx  в точках ше-
роховатости основания z=0 отлично от ноля и за-
висит от степени неровностей опорной стенки (ос-
нования).

Во всех точках свободной поверхности 
z = h1 + h2 = h действует атмосферно е давление, 
поэтому граничные условия записываются как

     2 2 1 2,    0,          (3.16)z o zxp z h h .  (18)

Интегрируем систему обыкновенных диф-
ференцированных уравнений (14). Ее общее 
решение, выраженное через три произвольные 
постоянные интегрирования с1, с2, с3, представ-
ляется в виде:

 
 

1 11 1
12

1 1

1
1 1 1 3

sin sin  

cos       cos

              

x x

x
x z zx

d dg g z c
dzdz

dp g p z g c
dz

dp
dz

    
 

   


   

 
    

     

   

  (19)

    1 1 ,x z p z

1
1 1 1 1 1 1

1

sin sin .zx
g z c g z c 

    

           

 

В приповерхностном слое 1h z h   общее ре-
шение записывается в аналогичном виде (Д1, Д2, 
Д3 – произвольные постоянные интегрирования):


 

  


2 2

2

sin ;xd g
dz

 
   

 




2
2

2 1
2

sin ,
2x z

g z
Ä   (20);

 

 

2 2 2 3

2 2 2 2 2 1

cos     cos

sin,    ;x z zx

dp g p z g
dz

g zp z

   

 
   

     

        
 

Ä

Ä

2 3 2 2 1

2
3 2 1

2

cos ,    sin   0
sincos         .
 

o

o

gh p gh
ghp gh

    
 

 


        


   

Ä Ä

Ä Ä
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Граничное условие на шероховатой на-
клонной плоскости (17) дает


       
 


1

1 2 2
1

sin 0 0 0  c 0.
2

g c c

Граничные условия на поверхности кон-
тактного взаимодействия z=h двух разнород-
ных вязких жидкостей (с различными свой-
ствами) дают уравнения:

  


   1 2     .x
zx zx zx

d
dz

1 3 2 1 3

1 1 2 1
1 1 2 1

1 2
2

1 1
1 1 2

1
2

2 1
1 1

2

cos    cos
sin sin

sin
2

sin       (3.16)
2

g c gh
gh ghc

g h c h c

g h h

   
   

 
 

 


 


   

             
   


     


   

Ä

Ä

Ä

  (21)
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1 1 2 1 3 3

1 2 1 3 3

3 3 1 2 1

3 2 1 2 1

3 2 1 1 1

3 1 1 2 1

cos cos
cos

cos
cos cos

cos
cos .

o

o

o

gh gh c
gh c

c gh
c p gh gh

c p g h h h
c p g h h h

   
  

  
    

  
  

    

    

    

        

        

        

Ä

Ä

Ä
  (22)

Поскольку Д2 не влияет на скорости ча-
стиц, произвольная постоянная интегрирова-
ния Д2 равна нолю, так как эта постоянная 
не влияет на определение динамических на-
пряжений р2(z) и  2zx  в верхнем слое вязкой 
жидкости. Она представляет собой скорость по-
тока вниз как единого целого (твердого тела).

Постоянные интегрирования с2 и Д2 
не влияют на относительную скорость частиц 
двухслойной вязкой среды, поэтому их можно 
приравнять к нолю, то есть с2 = Д2 = 0.

Уравнение системы (18) решаем относитель-
но произвольной постоянной интегрирования с1:

 
      

   
 

2 2
1 1 2 1

1 1 1 1
1 2

sin sin .
2 2

g h g hc h hÄ

Сокращаем его на множитель h1 и получаем

           
   

  


  
1 1 2 2

1
1 2 2

sin .
2
hc g h   (23)

Если физические свойства обеих вязких 
слоев одинаковы,    1 2 ,    1 2 , то эта 
формула значительно упрощается:

 1
sin      (3.19)ghc  



 .  (24)

Следовательно, частные решения гранич-
ной задачи для сдвигового двухслойного вязко-
го течения в поле силы тяжести выражаются 
следующими аналитическими зависимостями:

 

 

 

2
1

1
1

1 1 2 2
1 2

1 2 2

1 1 1 2 2
1 2

1 1 2 2
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2

2
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2 2

x
g zz

hg z h h

z hg z h h

 



  
  

   


   


  

              
   

                  

  (25)
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    
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        ;
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 

1 1 1 1 2 2

1 1 2 2 1

cos cos
cos

o

o

p z p gz g h h
p g h h z
    

   
       

     
  (26)

  10 ,z h

Если физический облик слоёв одинаков, 
то есть 1 2 ,     то выражение для давления 
p1(z) представляется как

 
 

1 cos cos
cos .

o

o

p z p gz gh
p g h z

   
 

      

       (27)
Величина касательного напряжения τzx1 

в при  донном слое вязкой жидкости – соответственно

  1 1 1
1 1 1 2 2

2 2

sin .
2zx
hz g z h 

     
 

                  
 (28)

Если физические свойства вязких жидко-
стей в обоих слоях одинаковы 1 2 ,     1 2 ,     
то это касательное напряжение принимает вид:

     1 sin sin .zx z g z h h z               (29)

Кинематические и динамические ха-
рактеристики верхнего слоя вязкой жидкости 
определяются соответственно, то есть

• скорость потока при 1h z h   по формуле:

  
   


 


2
x2

2

sin
2

g z zh ;  (30)

• гидродинамическое давление в припо-
верхностном слое – из выражения:
          2 21 ;cosop z p g h z   (31)

• касательное напряжение, которое ли-
нейно вырастает с глубиной, для  1h z h вы-
числяется как

 2 2 1sin ,    .     (3.25)zx g h z h z h         (32)

Тогда динамическая и кинематическая 
структуры многослойного сдвигового течения 
в обеих вязких слоях отдельно можно предста-
вить в виде следующей математической модели:
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2
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o

zx

gz zz h h z h h

p z p g h z h z h h
z g h z h z h h


 


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  

      
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.

 (34)

Выводы
Полученное аналитическое решение зада-

чи в стационарном режиме сдвигового двухслой-
ного течения двух различных несмешивающих-
ся вязких жидкостей с различными свойствами 

позволяет сформулировать основные закономер-
ности таких течений и описать процессы сполза-
ния многослойной бетонной смеси с учетом дина-
мики снижения скорости и повышения вязкости 
бетонной смеси во времени.
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