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Для оценки сходимости и устойчивости методов по прогнозу остаточного ресурса 
напорных гидротехнических сооружений от общего действия удара и газодинамических 
воздействий было проведено сравнение аналитического и численного решений 
посредством применения их  к смешанной краевой задаче, содержащей начальные 
и граничные условия. В статье рассмотрена задача о неэксплуатационном нагружении 
напорного гидротехнического сооружения с заданным профилем. Для оценки сходимости 
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абсолютно жесткого 6-гранного штампа, моделирующего эксперимент по динамическому 
нагружению абсолютно жесткого круглого штампа, проведено сравнение результатов, 
полученных по независимым методикам расчета, с имеющимися экспериментальными 
данными.
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To assess the convergence and stability of the methods for predicting the residual life of pressure 
hydrotechnical structures of general impact and gas-dynamic effects, a comparison of the analytical 
and numerical solutions was carried out by applying it to a mixed boundary value problem, cumulative 
initial and boundary conditions. The article deals with the problem of loading a pressure head hydraulic 
structure with a given profi le. To assess the convergence and stability of the developed numerical 
method for solving the problem of the spatial motion of a pressure head hydraulic structure, taking 
into account the interaction with its base, a comparison was made of the analytical and numerical 
solutions of the problem of loading a pressure head hydraulic structure with a known cross section, 
and a numerical solution of the problem of dynamic loading of an absolutely rigid 6- a faceted stamp 
simulating an experiment on dynamic loading of an absolutely rigid round die, the results obtained 
by independent calculation methods are compared with the available experimental data.
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Введение. Одним из определяющих 
при выборе профиля напорного грунтового 
сооружения является вопрос о характере рас-
пределения нормальных контактных напря-
жений по подошве плотины, значения кине-
матических параметров сооружения, а также 
интегральных составляющих реактивной на-
грузки на грунтовую плотину при действии 
интенсивных динамических нагрузок.

Для оценки сходимости и устойчивости 
разработанного численного метода по прогнозу 
остаточного ресурса грунтовых плотин от обще-
го действия удара и газодинамического воздей-
ствия при взрыве было проведено сравнение 
аналитического и численного решений посред-
ством применения их к смешанной краевой 
задаче, содержащей начальные и граничные 
условия, для которой известно точное решение.

Рассматривается задача о нагружении 
бесконечно длинного упругого тела. Для неко-
торых значений отношения ширины попереч-
ного сечения к высоте, при условии отсутствия 
напряжений на поверхности, точное решение 
задачи дано в источнике [1]. Решение для 
составляющих компонент вектора скоростей 
определяется по формулам:
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где i = (–1), безразмерные величины α, β, ξ, η, ζ отвечают 
следующим условиям:
α = m, β = n (m, n – чётные целые числа);
ξ = р, η = q (р, q – чётные целые числа):
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где 2а и 2b – ширина и высота поперечного сечения 
тела, измеренные соответственно в направлении осей х1 
и х3 (координата х2 направлена вдоль оси стержня), а s 
и r определяются соотношениями:
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В качестве численного примера рассма-
тривается задача об области грунтового гидро-
технического сооружения квадратного попереч-
ного сечения при γ = 2 и при значениях m, n, р, 
q. Выбранные заранее, они соответствуют част-
ному случаю, для которого фазовая скорость 
ω /ζ равна скорости продольной волны. Для 
указанных выше значений постоянные В, С1 
и С2 определяются следующими равенствами:
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где А – произвольная постоянная, которая в данном при-
мере равна
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При численной реализации разбиение об-
ласти производилось соответственно по осям х, 
у, z на 50 × 50 × 150, 70 × 70 × 150, 90 × 90 × 150 
элементов. Решение получено в безразмерном 
виде для времен порядка 15 пробегов.

Начальные условия, определяемые из точ-
ного решения при t = 0, задаются в точках ку-
бической сетки (с шагом h), построенной в про-
странстве, занятом телом.

Заключение об устойчивости и сходимо-
сти численного метода в среднеквадратичном 
смысле можно сделать при сравнении точной 
величины полной энергии системы с полной 
величиной, определяемой из численного реше-
ния. Плотность полной энергии (сумма плотно-
сти кинетической энергии и плотность энергии 
упругой деформации) представляется как
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где W  и W  являются соответственно безразмерной и раз-
мерной величинами плотности полной энергии.

Сумма трех членов в уравнении (8) 
представляет собой плотность кинетической 
энергии, в то время как сумма остальных чле-
нов – плотность энергии упругой деформации. 
Полная энергия системы определяется инте-
грированием плотности энергии по объему 
рассматриваемой области. Интегрирование 
проводится как для точного, так и для чис-
ленного решений, с использованием формулы 
трапеции на основе значений энергии в узлах 
сетки рассматриваемой области. Ошибка в ве-
личине полной энергии, полученной из чис-
ленного решения, определяется как разность 
значений полной энергии, определенной 
из точного и численного решений. Ввиду того, 

что обе величины энергии вычисляются анало-
гичным образом, предполагается, что ошибка, 
появляющаяся в результате приближенного 
интегрирования плотности энергии, не оказы-
вает влияния на ошибку численного метода.

Материалы и методы исследований. 
Для исследования характера распределения 
нормальных контактных напряжений и кине-
матических параметров, оценки достоверности 
разработанной методики прогноза остаточно-
го ресурса грунтовых плотин от общего дей-
ствия удара и газодинамического воздействия 
при взрыве рассмотрено численное решение 
задачи о динамическом нагружении абсолютно 
жесткого штампа шестигранной в плане формы, 
приближенно моделирующим проведенный экс-
перимент [2] по динамическому нагружению аб-
солютно жесткого круглого штампа. Проведено 
сравнение экспериментальных данных по сим-
метричному динамическому нагружению кру-
глого, абсолютно жесткого штампа, с численны-
ми результатами, полученными по различным 
методикам расчета (одномерный – упругий 
и упругопластический, осесимметричный – 
упругий и упругопластический, трехмерный – 
упругий и упругопластический). Схема прове-
дения численного эксперимента и трехмерная 
расчетная область представлены на рисунке 1.

Физический эксперимент проводился 
для трех типов нагружений (рис. 2) соответ-
ственно для трех штампов диаметром 0,6; 
0,9; 1,2 м. Численное моделирование по всем 
методикам расчета проводилось для песча-
ных грунтов с модулями деформирования 
Е = 100 МПа и Е = 72,8 МПа.
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Рис. 1. Схема штампа 
с описанной окружностью R = 1,2 м: 
цветовая индикация – координата «Y» 

в интервале 0,0…2,8 м
Fig. 1. Scheme of the stamp 

with the circumscribed circle R = 1.2 m: 
color indication – coordinate «Y» 

in the interval of 0.0…2.8 m
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Рис. 2. Измеренные в эксперименте действующие на штампы нагрузки 
и скорости движения штампов: 

1 – R = 0,3 м; 2 – R = 0,45 м; 3 – R = 0,6 м
Fig. 2. Measured in the experiment acting on the stamps loads and velocities 

of movement of stamps: 
1 – R = 0.3 m; 2 – R = 0,45 m; 3 – R = 0,6 m

Принимались следующие граничные ус-
ловия: на контакте штамп-полупространство – 
условие спайки Vшт  = Vг; на внешних нефизи-
ческих границах области – условие упругого 
пропускания, исключающее влияние волн 
отражения на результаты расчета в течение 
всего времени расчета. В качестве нагрузки 
задавались измеренные в эксперименте, ре-
ально действующие на штамп нагрузки Р(t). 
Граничные условия для штампов задавались 
уравнением движения штампа вида

 
( )mdV P t F F mg

dt
  

 
(9)

с нулевыми значениями скорости движения штампа 
V (х, у, 0) = 0 в начальный момент времени.

Сравнение проводилось для грунтов 
типа 1 – Е = 72,8 Мпа; 2 – Е = 100 Мпа; коэф-
фициент Пуассона –n = 0,25.

Результаты и обсуждение. Практиче-
ски качественная картина изменения напряже-
ний во времени примерно одинакова для экспе-
риментальных и расчетных данных, но в отли-
чие от эксперимента и осесимметричного дву-
мерного расчета для штампа с размером 0,6 м 
напряжения под центром штампа монотонно 
нарастают до мах к 10 мс и имеют значение 
2,4 МПа, в то время как экспериментальные 
кривые имеют мах 1,4 МПа к 3 мс и далее мо-
нотонно убывают, а кривые, полученные по осе-
симметричной двумерной методике [3], имеют 
мах к 12 мс и составляют 2,8 МПа.

В дальнейшем (после 12 мс) поведение 
решения для осесимметричной двумерной 

и трехмерной задач имеют примерно одина-
ковый характер. Наиболее близкими к экспе-
рименту в расчете по трехмерной методике 
являются результаты для грунтов с модулем 
деформации Е = 100 МПа. При данном вари-
анте нарастание напряжений до максималь-
ных значений 1,32 МПа происходит к 5-й мс. 
Далее напряжения к 18 мс монотонно убывают 
до 0. Разброс значений величин напряжений 
под центром штампа на временном интервале 
от 4 до 18 мс не превышает 20% [4-6].

Для штампов с размером 0,9 и 1,2 м ре-
шение по трехмерной методике ведет себя при-
мерно так же, формируя максимальные напря-
жения к 9…10 мс, соответственно со значени-
ями максимальных напряжений 1,6 и 6 МПа 
для штампов 0,9 и 1,2 м. Упругое же решение 
для осесимметричной задачи приближенно 
совпадает с трехмерным только для штампа 
0,9 м, но, как и для штампа 0,6 м, в начальные 
моменты времени нарастание напряжений 
до максимума идет практически по экспери-
ментальной кривой. Для штампа с размером 
1,2 м результаты расчета по осесимметричной 
двумерной и трехмерной методикам несколь-
ко различны. Кривая по осесимметричному 
расчету до 8 мс практически совпадает с экспе-
риментом, а по трехмерной, как для штампов 
0,6 и 0,9 м, – прежняя картина нарастания на-
пряжений до мах 0,6 МПа к 10 мс с дальней-
шим монотонным убыванием.

Как и для штампа сразмером 0,6 м, наи-
лучшее совпадение экспериментальных дан-
ных с результатами расчета по трехмерной ме-
тодике штампов с размерами соответственно 
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0,9 и 1,2 м наблюдается для грунтов с моду-
лем деформации Е = 100 МПа.

Результаты расчетов приведены на ри -
сунке 3. Графики изменения скоростей дви-
жения под центром штампа во времени 
по различным методикам приведены на ри-

сунке 4 и имеют вид, близкий к характеру 
изменения напряжений. На рисунке 5 при-
ведено распределение вертикальных переме-
щений W33 в системе «Штамп-грунт» после 
полной разгрузки [7-10]. Для T = 16 м /с пере-
мещения составляют W = 18 мм.
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Рис. 3. Изменение напряжений во времени 
под центром штампа

Fig. 3. Stress change in time 
under the central stamp
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Рис. 4. Изменение скоростей движения 
штампа во времени

Fig. 4. Change of the stamp velocities 
in time
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Рис. 5. Распределение вертикальных 
перемещений W33 

в системе «Штамп-тело плотины» 
после полной разгрузки:

T = 16 м/с; перемещения W = 18 мм
Fig.5. Distribution of vertical 

displacements W33 in the system 
«stamp-body of the dam» after full unloading: 

T = 16 m sec; displacement W = 18 mm
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Рис. 6. Характер распределения 
вертикальных контактных 

напряжений S33 под штампом на ребрах 
и в угловых точках для T = 20 м/с
Fig. 6. Nature of the distribution 
of vertical contact stresses S33 

under the stamp on the ribs and 
at the corner points for T = 20 m sec

На рисунке 6 приведен характер распре-
деления вертикальных контактных напряже-
ний S33, МПа на ребрах и угловых точках для 
штампа размером радиуса описанной окружно-
сти R = 0,6 м в момент времени Т = 20 м/с. Ярко 
выражена концентрация напряжений в угло-
вых точках на контакте «Штамп-тело плотины», 
составляющих примерно 0,1 МПа.

Для сравнения с графиками рисунка 3, 
штамп R = 0,6 м, напряжения под центром 
штампа для различных данных составляют 
0…0,3 МПа. Полученные результаты показы-
вают удовлетворительное совпадение числен-
ных и экспериментальных данных.

Выводы
Для проверки основных положений раз-

работанной методики и алгоритма расчета 
состояния напорных грунтовых сооружений 
от действия нестационарных нагрузок прове-
дены расчеты ряда тестовых задач, выполне-
ны сравнения численных и аналитических ре-
зультатов для задачи об ударе массой по телу 
грунтовой плотины, проведен численный ма-
тематический эксперимент, моделирующий 
реальное нагружение грунтовой плотины.

Для оценки сходимости и устойчивости 
разработанного численного метода решения 
задачи о пространственном движении (сме-
щении) сооружения с учетом взаимодействия 
с основанием проведено сравнение известного 
аналитического и численного решений задачи 
о нагружении бесконечного упругого тела пря-
моугольного поперечного сечения сооружения, 
рассмотрено численное решение задачи о ди-
намическом нагружении абсолютно жесткого 
6-гранного штампа, приближенно моделиру-
ющего эксперимент по динамическому нагру-
жению абсолютно жесткого круглого штампа, 
сравнены результаты, полученные по различ-
ным независимым методикам расчета с имею-
щимися экспериментальными данными.

Все полученные результаты подтвер-
ждают корректность разработанных методик, 
их эффективность и достоверность при про-
гнозе остаточного ресурсогрунтовых плотин 
от общего действия удара и газодинамическо-
го воздействия при взрыве.
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