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В статье представлены результаты разработки трехмерного моделирования 
и результатов прогнозирования загрязнения водного объекта биогенными элементами 
на примере реки Пехорка Балашихинского района Московской области. Для решения проблемы 
повышения экологической безопасности речного бассейна разработана математическая 
трехмерная модель прогнозирования загрязнения биогенными элементами. В качестве оценки 
загрязнения реки Пехорки был выбран метод оценки воздействия по показателю химического 
загрязнения. Разработка математической модели переноса загрязнителей проводилась 
с использованием среды программирования Python Version 3.8. Математические модели 
рассматривали два сценария загрязнения реки: фактическое загрязнение реки биогенными 
загрязняющими веществами и прогнозное загрязнение. В результате моделирования был 
определен характер перемешивания и продольного рассеивания по потоку реки. Было установлено, 
что вертикальное перемешивание происходит довольно быстро на расстоянии нескольких глубин 
реки. Латеральное перемешивание происходит намного медленнее, но обычно заканчивается 
в пределах нескольких километров ниже по течению. Трехмерные математические модели 
прогнозирования загрязнения водного объекта предназначены для количественной оценки 
динамических процессов массопереноса в пространстве и времени и позволяют решать задачи 
экологической безопасности водосборных территорий и водных объектов.
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The article presents the results of the development of three-dimensional modeling and the results 
of forecasting the pollution of a water body with biogenic elements on the example of the Pekhorka 
River in the Balashikhinsky district of the Moscow region. To solve the problem of improving 
the environmental safety of the river basin, a mathematical three-dimensional model for predicting 
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pollution by biogenic elements has been developed. As an assessment of the pollution of the Pekhorka River, 
the method of assessing the impact on the indicator of chemical pollution was chosen. The development 
of a mathematical model of pollutant transport was carried out using the Python Version 3.8 programming 
environment. The mathematical models considered two scenarios of river pollution: actual river 
pollution with biogenic pollutants and forecast pollution. As a result of modeling, the nature of mixing 
and longitudinal dispersion along the river fl ow was determined. It was found that vertical mixing occurs 
quite quickly at a distance of several depths of the river, lateral mixing occurs much slower, but usually 
ends within a few kilometers downstream. Three-dimensional mathematical models for predicting water 
body pollution are designed to quantify the dynamic processes of mass transfer in space and time and allow 
solving problems of environmental safety of catchment areas and water bodies.
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Введение. Математическое моделирова-
ние как количественное исследование процес-
сов транспорта воды и растворов используется 
в различных областях знаний включая эколо-
гию, природопользование, ирригацию, водопо-
требление и т.д. В последние годы значитель-
ный интерес проявляется к проблеме оценки 
качества воды и уровня загрязнения водных 
объектов и речных систем, то есть к решению 
вопросов повышения экологической безопас-
ности речных бассейнов и водосборных терри-
торий. В качестве основного инструментария 
для определения речного стока и распростра-
нения различных поллютантов по руслу реки 
широко применяются моделирование и разра-
батываются математические модели [1, 2].

Можно выделить три типа моделирова-
ния качества воды: физические модели, которые 
состоят из визуализации реальности в масшта-
бе; аналитические модели, основанные на фор-
мальном тождестве математических уравнений 
и описывают различные явления; математиче-
ские модели, которые интерпретируют реаль-
ные условия с помощью числовых значений, 
использующиеся для количественной оценки 
процессов и явлений природной среды [3, 4].

Распространение поллютантов и их при-
месей в текучей среде (водном объекте) – это 
результат конвекционного процесса, вызван-
ного движением воды и диффузией загрязня-
ющих веществ. Русло реки характеризуется 
сложностью геометрических форм и наличи-
ем островных частей и притоков, что неравно-
мерно влияет на перенос веществ по реке, по-
этому использование аналитических методов 
при таких условиях становится невозможным.

Следует отметить, что в настоящее время 
экологическая ситуация многих речных бассей-
нов России остается достаточно напряженной, 

особенно бассейнов малых рек европейской 
территории РФ. Это заставляет исследователей 
решать проблемы повышения экологической 
безопасности речных бассейнов [5]. Разработка 
трехмерной математической модели прогнози-
рования загрязнения водного объекта являет-
ся актуальной, поскольку пространственные 
трехмерные модели наиболее достоверно опи-
сывают поведение природно-антропогенных 
процессов в речном бассейне и позволяют наи-
более точно составить прогнозы загрязнения 
водного объекта.

Материалы и методы исследований. 
В качестве исследуемого объекта была вы-
брана р. Пехорка в Балашихинском райо-
не Московской области, а именно участок 
ПК 127,00-129,00 (рис. 1).

В качестве оценки загрязнения реки Пе-
хорки был выбран метод оценки воздействия 
по показателю химического загрязнения (ПХЗ-10). 
ПХЗ-10 рассчитывалcя для III и IV классов опас-
ности по 10 ингредиентам с максимальным отно-
шением концентрации к ПДК [6]:
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Согласно полученному интегральному 
показателю состояние воды оценивают следу-
ющим образом:

• экологическое бедствие при ПХЗ-10 > 500 
(III и IV классы опасности);

• чрезвычайная экологическая ситуация 
при ПХЗ-10 > 50 (III и IV классы опасности);

• относительно удовлетворительная си-
туация ПХЗ-10 > 10 (III и IV классы опасности).

При разработке математической моде-
ли переноса загрязнителей использовалась 
среда программирования Python Version 3.8 
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и рассматривались два сценария загрязне-
ния реки: фактическое загрязнение реки био-
генными загрязняющими веществами и про-
гнозное загрязнение. Моделирование рассе-
ивания загрязняющих веществ проводилось 

с использованием программной среды Python 
и программы Autodesk 123D и 3ds Max, в кото-
рых были заданы параметры реки, уровни за-
грязнения по биогенным элементам и построе-
на модель топографической местности.

 
Рис. 1. План исследуемого участка реки Пехорка на участке ПК +127,00-+129,00

Fig. 1. The plan of the investigated section of the Pekhorka River on the site PC +127,00-+129,00

Движение, теплопередача и распростра-
нение поллютантов текучей среды моделируют-
ся с помощью уравнений Навье-Стокса. Систе-
ма уравнений принимает следующий вид [7, 8]:

   0k
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где t – время; u – скорость воды, м/с; p – плотность воды; 
P – давление; Si – внешние массовые силы; E – полная 
энергия единичной массы воды; QH – тепло, выделя-
емое тепловым источником в единичном объеме воды; 
  – тензор вязких сдвиговых напряжений; q – диф-
фузный поток.

В качестве последнего шага модель кон-
векции-дисперсии применяется для моделиро-
вания случайных загрязнений в программном 
блоке.

Рассматривались два типа переноса за-
грязняющих веществ. Первый тип – конвек-
ционный транспорт, представляющий собой 
механизм, переносящий поллютант в водный 
объект. Это перенос, зависящий от действи-
тельной скорости воды, поэтому для расчета 
важна гидродинамическая часть. Второй тип – 
это дисперсионный перенос, определяемый за-
коном Фика (самопроизвольный перенос). Для 
этого в уравнения вводятся поток загрязняю-
щих веществ и градиент концентрации [8, 9]:

      t c sce cehC hCu K C C S      
 , (5)

где C – концентрация, мг/л; u – поле скоростей, м/с; cK  – 
коэффициент диффузии, м2/с; sceC  – исходная концен-
трация; ceS  – поток загрязняющего вещества, м/с.
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Результаты исследований и обсуж-
дение. Согласно классификации по инте-
гральному показателю химического загряз-
нения состояние р. Пехорки по биогенным 
элементам относится к относительно удов-
летворительному. Были проведены полевые 
исследования по отбору проб воды в реке для 
оценки количественного содержания нитратов, 
нитритов, фосфатов, ортофосфатов, калия, маг-
ния, серы, железа, аммонийного азота, калия, 
растворенного кремния, натрия, хлора и др.

Эти элементы являются наиболее важны-
ми, поскольку избыток биогенных элементов 
в воде ведет к процессу эвтрофикации и нару-
шению экологического равновесия водных объ-
ектов, вредит рыболовству и отрицательно вли-
яет на использование вод в питьевых, хозяй-
ственно-бытовых и рекреационных целях [10].

Загрязнение водоемов избытком биоген-
ных веществ повышает уровень первичной 
продукции: в эвтрофных водоемах происходят 

массовое развитие микроскопических водоро-
слей и «цветение» воды. Увеличение количе-
ства микроскопических водорослей снижает 
прозрачность воды. Кроме того, биогенное за-
грязнение влияет на организмы проживания 
в водотоках, уменьшение количества доступ-
ного кислорода в воде. Это приводит к ухудше-
нию их состояния и может вызвать асфиксию 
организмов, увеличение мутности воды, огра-
ничивая тем самым поступление света, необ-
ходимого фотосинтеза, увеличивая количество 
бактерий и, наконец, снижая биоразнообразие.

Концентрация веществ рассчитыва-
лась для каждого участка реки. Для каждо-
го пробоотбора река была разделена на три 
зоны: левобережную, правобережную и цен-
тральную – для учета процесса перемешива-
ния и дисперсии.

Данные по концентрациям некоторых 
загрязняющих веществ на 2020 г. представ-
лены в таблице.

Таблица
Осредненные концентрации некоторых биогенных элементов в реке Пехорка, мг/л

Table
Average concentrations of some biogenic elements in the Pekhorka River, mg/l

Местоположение /вещество
Location /substance

Осреднённые концентрации некоторых биогенных элементов
Average concentrations of some biogenic elements

NO2
- NO3

- NH4
+ PO4

- K + S- Na +

Правый берег реки
The right bank of the river 0,24 26,8 1,23 0,12 20,2 0,027 100

Центральная часть реки
The central part of the river 0,12 20,0 0,87 0,09 12,0 0,005 75

Левый берег реки
The left part of the river 0,22 36,5 1,0 0,08 12,0 0,012 96

Данные по загрязнению на исследуемом 
участке представлены на рисунке 2.

Из графика следует,   что с 2016 по 2018 гг. 
наблюдалось снижение загрязнения на иссле-
дуемом участке реки. Однако с 2019 г. значе-
ния начали резко расти, что может говорить 
о переходе степени загрязненности от умерен-
но удовлетворительной до чрезвычайно эколо-
гической по ПХЗ-10 для биогенных элементов.

Стандартные инструменты численного 
моделирования, используемые для модели-
рования стока с высоким разрешением, выяв-
ляют различия между инструментами с точки 
зрения практических аспектов. Интеграция 
топографических данных с высоким разреше-
нием может быть выполнена должным обра-
зом, но инструменты моделирования не могут 
в равной степени удовлетворить требование соз-
дания адаптированной дискретизации. С точки 

зрения простоты создания адаптированной сет-
ки и с точки зрения ограничений временной 
дискретизации здесь именно так и происходит. 
Инструменты моделирования не могут с одина-
ковой степенью вероятности представить все ка-
тегории и варианты сценариев (осадки/началь-
ная глубина воды). Стабильность инструментов 
моделирования для обработки возникновения 
высоких градиентов, обработки движущихся 
границ и колебаний накладывает различные 
ограничения, связанные с дискретизацией и ис-
пользуемой численной схемой.

Модуль HD является основой для моде-
лирования адвекции-дисперсии (AD). После 
калибровки моделей HD был смоделирован 
перенос загрязняющих веществ с использова-
нием различных параметров. Были выбраны 
два сценария для представления случайного 
загрязнения реки Пехорка: неконсервативный 
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загрязнитель и консервативный загрязнитель. 
Коэффициент затухания определен экспери-
ментальным исследованием, когда он варьиру-
ется от 0,006 до 0,6 сут. –1 Здесь для обоих сце-
нариев коэффициент убывания принят равным 
0,4 сут. –1 Коэффициент дисперсии разделяется 
на две слагаемые: продольную дисперсию и по-
перечную дисперсию. Второй определяется как 
в 10 раз больший, чем первый. Следовательно, 
вычисления продольной дисперсии достаточно, 
чтобы получить два коэффициента дисперсии.

Год

2014

ПХЗ-10

46,78

2015 44,26

2016 48,32

2017 40,18

2018 25,30

2019 30,14

2020 32,08

 
Рис. 2. Динамика изменения 
концентраций элементов 
в реке Пехорка (мг/л) 

по ПХЗ-10 в летний период 2014-2020 гг.
Fig. 2. Dynamics of changes 

in the concentrations of elements 
in the Pekhorka River (mg/l) according 

to PCZ-10 in the summer period of 2014-2020

Был определен характер перемешивания 
и продольного рассеивания по потоку реки. Вер-
тикальное перемешивание обычно завершается 
довольно быстро на расстоянии нескольких глу-
бин реки. Латеральное перемешивание проис-
ходит намного медленнее, но обычно заканчи-
вается в пределах нескольких километров ниже 
по течению. Продольная дисперсия происходит 
повсеместно. Иными словами, вертикальное 
перемешивание, вероятно, будет преобладать 
в секции I, которая находится на весьма ко-
ротком расстоянии. На участке II поперечное 
смешивание все еще происходит быстро, поэто-
му смешение и дисперсия являются важными 
процессами между участками I и III.

После участка III преобладающим процес-
сом переноса является продольная дисперсия, 
поэтому можно предположить, что концентрация 

загрязняющего вещества будет однородной в по-
перечном сечении. Продольная дисперсия явля-
ется доминирующим процессом, который проис-
ходит между измерительными сечениями, и по-
этому поллютант перемещается вниз по потоку 
на средней скорости потока (рис. 3).

Рис. 3. Моделирование 
процесса массопереноса по течению реки 
на основе модели «Конвекция-дисперсия»

Fig. 3. Modeling of the process 
of mass transfer along the river fl ow n the basis 

of the convection-dispersion model

Важным аспектом было использование 
достаточно четкой пространственной дискрети-
зации, чтобы продолжать представлять структу-
ры, влияющие на сток с высоким разрешением. 
Для наглядности водосбора инженерно-топо-
графический план был построен в программах 
AutoCad 2016 в программном продукте Geon-
iCS. В программную среду импортировались 
геологические и геодезические данные в базу 
данных. В модуле «ТОПОПЛАН» был выделен 
рельеф. С помощью топографических классифи-
каторов подбирались необходимые линейные 
и точечные знаки. Далее строилась трехмерная 
модель рельефа с помощью примитивов и базы 
данных в модуле «ГЕОМОДЕЛЬ», а с помощью 
дополнительных инструментов в программе Au-
toCad нанесены недостающие составляющие.

С помощью программы, созданной в сре-
де программирования Python, были интегри-
рованы данные с фактическими концентра-
циями загрязняющих веществ и прогнозные 
значения. После интеграции полученные дан-
ные были автоматически перенесены на про-
странственную модель. На выходе получены 
два сценария по загрязнению реки биогенны-
ми элементами (рис. 4).
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Рис. 4. Фактический и прогнозный сценарии изменения 
загрязнения участка р. Пехорка: ПК +127,00-+129,00

Fig. 4. Actual and forecast scenarios of changes in pollution 
of the Section of the Pekhorka River PK +127.00-+129.00

Морфометрические и гидрологические 
характеристики усиливают поперечное пере-
мешивание за счет двух различных механиз-
мов: в двумерных потоках усиление перемеши-
вания вызывается степенью фокусировки пото-
ка, уменьшая длину перемешивания, которую 
необходимо покрыть поперечной дисперсией. 
В трехмерных потоках этот эффект может быть 
менее выраженным. Однако сложная геоме-
трия и топология потока позволяют закручи-
вать поток вод, что гораздо более эффективно 
для увеличения поперечной дисперсии, чем эф-
фект фокусировки потока, наблюдаемый в 2D.

Разработанная математическая модель 
является динамической. На ее основе прове-
дены расчеты на период прогнозного времени 
10 лет. Для решения вопросов повышения эко-
логической безопасности водосборных терри-
торий необходима организация работ при экс-
плуатации и восстановлении водных объектов.

Выводы
По показателю химического загрязнения 

по 10 ингредиентам качество воды в исследуемом 

участке р. Пехорка оценено как относительно 
удовлетворительное. Однако с 2019 г. наблю-
дается рост поллютантов, что может говорить 
о переходе степени загрязненности от умеренно 
удовлетворительной до чрезвычайно экологиче-
ской по ПХЗ-10 для биогенных элементов.

Разработана трехмерная пространственная 
модель с интегрированными из среды програм-
мирования данными по биогенному загрязнению 
и технологии прогнозирования качества воды 
по биогенным компонентам. Усовершенствована 
методика прогнозного расчета для оценки дина-
мики изменения концентрации загрязняющих 
веществ по течению реки в период T = 10 лет.

На основе прогностических расчетов 
по гидродинамическим законам, законам На-
вье-Стокса и Фика на трехмерную модель были 
нанесены уровни загрязнения воды биогенны-
ми элементами и составлен прогнозный сце-
нарий изменения концентрации ЗВ на период 
T = 10 лет. Перспективой предусмотрено интен-
сивное перемешивание загрязняющих веществ 
по длине реки, что свидетельствует об отрица-
тельной динамике биогенного загрязнения.
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