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Аннотация. Нехватка ресурсов пресной воды стимулировала применение очищенных 
сточных вод в системах микроорошения, поскольку эти системы предлагают ряд преимуществ 
по сравнению с другими методами орошения. Основная цель исследований – спрогнозировать 
мутность на выходе в фильтрах с песчаным наполнителем, работающих с регенерированными 
стоками, с использованием гауссовских процессов в сочетании с методом оптимизации 
параметров LBFGSB. Работа выполнена по инновационной методологии, сочетающей подход 
регрессии гауссовых процессов и алгоритма оптимизации Бройдена‑Флетчера‑Гольдфарба 
с ограниченной памятью с целью проведения прогноза параметра мутности воды на выходе 
из фильтров с песчаным наполнителем, используемым в системах микроорошения. Установлен 
порядок значимости переменных, участвующих в прогнозировании параметра «Мутность» 
на выходе из фильтров с песчаным наполнителем. В частности, входная переменная «Мутность» 
может считаться наиболее важным параметром припроведении прогноза. Применяемая 
в работе методология может быть успешно использована для других процессов фильтрации 
с аналогичными или разными типами фильтрующего материала, но при этом всегда необходимо 
учитывать характеристики каждого фильтра и эксперимента.
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Abstract. The work was carried out according to an innovative methodology that combines 
the approach of regression of Gaussian processes with the Broyden‑Fletcher‑Goldfarb optimization 
algorithm with limited memory in order to predict the turbidity parameter of water at the outlet 
of sand‑filled filters used in micro‑irrigation systems. The order of significance of the variables involved 
in predicting the “turbidity” parameter at the outlet of filters with sand filler has been established. 
In particular, the input variable “Turbidity” can be considered the most important parameter in making 
a forecast. The methodology applied in the work can be successfully applied to other filtration processes 
with the same or different types of filter media, but the characteristics of each filter and experiment must 
always be taken into account.
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Введение. Нехватка ресурсов пресной 
воды стимулировала применение очищенных 
сточных вод в системах микроорошения, посколь-
ку эти системы предлагают ряд преимуществ 
по сравнению с другими методами орошения. 
Применение сточных вод сопряжено с повышен-
ным риском засорения эмиттеров ввиду более 
высокой концентрации в них солей, питательных 
веществ, твердых и биологических веществ.

Таким образом, самой большой проблемой 
при использовании сточных вод является предот-
вращение засорения эмиттеров, чтобы поддержи-
вать работу систем микроорошения. Несмотря 
на то, что правильный выбор эмиттера снижает 
вероятность его засорения, при использовании 
сточных вод требуются методы эксплуатации 
и технического обслуживания – такие, как филь-
трация, очистка воды, промывка капельной ли-
нии и мониторинг производительности системы.

Фильтры с песчаным наполнителем счита-
ются стандартом для защиты систем микрооро-
шения, поскольку они обычно удаляют больше 
частиц и, следовательно, уменьшают засорение 
эмиттера [1, 2]. Тем не менее инвестиции и за-
траты на техническое обслуживание песчаных 
фильтров на достаточно высоком уровне требуют 
завышенных технологических стандартов [1], что 
соответствует росту прецизионного микроороше-
ния [3].

В работе [4] использовались гибридные 
алгоритмы и деревья регрессии с градиентным 

усилением для моделирования потери давления 
в этих фильтрах. Прогнозирование значений 
мутности на выходе из песчаного фильтра ми-
кроорошения не было полностью успешным, хотя 
лучшие результаты получены в эксперименталь-
ном фильтре [5].

Мутность – это параметр, связанный с взве-
шенным грузом, который легко и быстро можно 
измерить с помощью датчиков. Точное прогно-
зирование мутности становится интересным, по-
скольку руководства по использованию очищен-
ных сточных вод в ирригации включают в себя 
пороговые значения для этого параметра.

Таким образом, применение инновацион-
ной методологии, сочетающей подход регрессии 
гауссовых процессов (РГП) и алгоритма оптими-
зации Бройдена-Флетчера-Гольдфарба-Шанно 
с ограниченной памятью (LBFGSB) осуществле-
ния прогноза мутности на выходе из фильтров 
с песчаным наполнителем, используемых в си-
стемах микроорошения, может стать актуаль-
ным подходом, обладая рядом следующих преи-
муществ:

1) РГП обладает важной способностью 
к обобщению;

2) гиперпараметры в РГП могут быть авто-
матически рассчитаны;

3) выходные данные имеют четкое вероят-
ностное значение.

В исследованиях метод LBFGSB 
был успешно применен для оптимизации 
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гиперпараметров РГП. Предыдущие исследова-
ния показывают, что РГП является эффектив-
ным инструментом во многих областях – таких, 
как картирование орошения, ветроэнергетика 
и промышленная аэродинамика, физико-хими-
ческое моделирование технологических процес-
сов [6], психология, машиностроение [7], экологи-
ческая инженерия [8], отслеживание и позици-
онирование [9], наблюдение за деформациями, 
идентификация и контроль системы [10]. Однако 
данный метод никогда не использовался в песча-
ных фильтрах для микроирригации.

Цель исследований: спрогнозировать 
мутность на выходе в фильтрах с песчаным на-
полнителем, работающих с регенерированными 
стоками, с использованием гауссовских процессов 
в сочетании с методом оптимизации параметров 
LBFGSB.

Материалы и методы исследований. 
Для проведения эксперимента применялась 
фильтровальная платформа с тремя фильтрами 
с песчаным наполнителем, на которые подава-
лись регенерированные стоки очистных сооруже-
ний. Все фильтры были заполнены кварцевым 
песком с одинаковыми характеристиками: эф-
фективным диаметром 0,48 мм и коэффициен-
том неравномерности 1,73. Для каждого фильтра 
были протестированы фильтры с толщиной сре-
ды: 20 и 30 см соответственно. Каждый фильтр 
работал ежедневно в течение 8 ч. Периодиче-
ски устанавливали небольшие изменения вре-
мени работы для решения различных вопросов 
эксплуатации и обслуживания. Для каждого 
фильтра использовали две скорости фильтра-
ции: 30 и 60 м/ч соответственно. Каждую ком-
бинацию высоты среды и скорости фильтрации 
тестировали в течение 250 ч.

Предположим, что ( ){ }= =, / 1,2,...,i iD x y i N   
изображает обучающий набор данных гаус-
совского подхода. Более того, векторы призна-
ков x n

i ∈ℜ содержат извлеченные признаки или 
объединенные признаки и соответствующие 
параметры сегрегации. Наблюдаемые целевые 
значения iy  воспроизводят мутность на выходе, 
измеренную в процессе фильтрации, соответ-
ственно. { } 1

N
i iX == x  – входная матрица обуча-

ющего набора данных, { } 1
N

i i== yy  – выходной 
вектор. Гауссовский процесс ( )f x  определяет 
априорные функции, которые можно преобра-
зовать в апостериорные функции. Гауссовский 
процесс можно сформулировать, используя его 
среднюю функцию ( )xm  и ковариационную 
функцию ( )x,x :k ′

 ( ) ( )x ~ (x), (x,x )f GP m k ′ , (1) 

так что
[ ](x) (x)m E f= ;

 [ ](x,x ) ( (x) (x))( (x ) (x ))Tk E f m f m′ ′ ′= - - . (2)

Средняя функция (x)m  показывает ожи-
даемое значение функции (x)f  в точке входа x. 
Ковариационная функция (x,x )k ′ имеет вид:

 

2
2

2
x x(x,x ) exp

2fk
l

σ
′ -′ = - 

 
, (3)

где l – характерный масштаб длины; 2
fσ  – дисперсия сигнала.

Выбор параметра ковариационной функ-
ции оказывает прямое влияние на производи-
тельность гауссовского процесса. Здесь l управля-
ет горизонтальным масштабом, в котором изме-
няется функция, а 2

fσ  управляет вертикальным 
масштабом функции.

Значения функции ( )xf  недостижимы 
в большинстве приложений. На практике доступ-
ны только зашумленные наблюдения:

 y (x)f ε= + , (4)
так что ε  – аддитивный белый шум.

Каждое наблюдаемое значение можно рас-
сматривать как отдельный ГП, определяемый 
следующим выражением:

( ) ( )2 2y~ (x), (x,x ) 0, (x,x )n ij n ijGP m k GP kσ δ σ δ′ ′+ = + , (5)
где ijδ  – дельта-функция Кронекера.

Цель модели РГП заключается в том, что-
бы предсказать значение функции *f  и его дис-
персию с учетом новой контрольной точки *x . 
В этом смысле *X  – входная матрица тестового 
набора данных, *N  – ее размер.

Значения функции в новых контрольных 
точках подчиняются совместному гауссовскому 
распределению, имеющему вид:

 

( ) ( )
( ) ( )

2 *

* * * *

y , ,~ 0,
f , ,

nK X X I K X X
N

K X X K X X
σ+    

        
, (6)

где ( ),K X X  – ковариационная матрица обучающего на-
бора данных; ( )* *,K X X  – ковариационная матрица тесто-
вого набора данных; ( )*,K X X определяет ковариационную 
матрицу, полученную из обучающего и тестового набора 
данных. Кроме того, ( ) ( )* *, , TK X X K X X= .

Поскольку y и f* распределены совместно, 
можно обусловить априорные наблюдения и за-
даться вопросом о том, насколько вероятны пред-
сказания для f*. Это можно выразить как

 ( )( )* * * *f | , ,y ~ f ,cov fX X N ; (7)

[ ] ( ) ( )[ ] 1* * * * 2f = f | , ,y , , ynE X X K X X K X X Iσ
-

= + ; (8)

 

( ) ( )
( ) ( )[ ] ( )

* * *

1* 2 *

cov f ,

, , ,n

K X X

K X X K X X I K X Xσ
-

= -

+ . (9)
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Как следствие, модель РГП не только пре-
доставляет прогнозируемые значения, но и обе-
спечивает уровень достоверности прогнозируе-
мых результатов. Наконец, модель РГП являет-
ся непараметрической моделью, поскольку про-
гнозируемые выходные данные зависят только 
от входных данных и наблюдаемых значений y. 
Таким образом, параметры { }, ,f nl σ σΘ =  называ-
ются гиперпараметрами модели РГП.

С использованием правила Байеса редель-
ное правдоподобие ( )y|P X  равно:

 ( ) ( ) ( )y| y| , |P X P f X P f X df= ∫ . (10)

Термин «предельное правдоподобие» от-
носится к маргинализации по значениям функ-
ции f . Поскольку [ ]y ~ 0, ( , )N K X X , логариф-
мическое предельное правдоподобие может быть 
записано как

 
( ) ( )11 1log yu y y- logu u- log 2

2 2 2y y
Np X K K π-=-   , (11)

где 2
y nK K Iσ= + ; ( , )Ê Ê X X= ; u – определитель.

Оптимальные гиперпараметры
( )arg max log y| ,p X

Θ
′Θ = Θ  можно рассчитать 

с помощью любого стандартного оптимизатора 
на основе градиента после инициализации пара-
метра. В этом исследовании используется вари-
ант алгоритма Бройдена-Флетчера-Гольдфар-
ба-Шанно с ограниченной памятью, называемый 
алгоритмом LBFGSB.

Для построения РГП-модели использо-
вали 8 прогностических переменных. С учетом 
вышесказанного коэффициент детерминации 
имеет вид:

 
2 1 /err totR SS SS= - . (12)

Таким образом, значение коэффициента де-
терминации, равное 1, указывает на то, что кри-
вая регрессии идеально соответствует данным.

Двумя дополнительными критериями, 
рассматриваемыми в исследованиях, были сред-
неквадратическая ошибка и средняя абсолютная 
ошибка (САО). Эти статистические данные так-
же часто используются для оценки возможности 
прогнозирования математической модели. Дей-
ствительно, среднеквадратическая ошибка (СКО) 
и средняя абсолютная ошибка (САО) задаются 
выражениями:

 
( )2

1

1 n

i i
i

CKO t y
n =

= -∑ ; (13)

 1

1 n

i i
i

CAO t y
n =

= -∑ . (14)

Если среднеквадратическая ошибка 
имеет нулевое значение, то разницы между 

прогнозируемыми и наблюдаемыми данными 
нет. Средняя абсолютная ошибка – это среднее 
расстояние по вертикали между каждой точкой 
и линией тождества. САО также является сред-
ним горизонтальным расстоянием между каждой 
точкой и линией тождества. САО имеет четкую 
интерпретацию как среднюю абсолютную разни-
цу между it  и .iy

Метод РГП сильно зависит от гиперпара-
метров: дисперсии ( )2 ,σ  шкалы длины ( )l  и дис-
персиигауссовского шума ( )2 .nσ

Важно отметить, что LBFGSB – это итера-
тивный алгоритм, который требует инициали-
зации и чувствителен к начальному значению 
гиперпараметров. После инициализации с на-
чальной точкой и граничными ограничениями 
он повторяется через 5 фаз: 1) проекция гради-
ента; 2) обобщенный расчет точки Коши; 3) ми-
нимизация подпространства; 4) поиск строки; 5) 
приближение Гессе с ограниченной памятью.

Результаты и их обсуждение. Мутность 
на выходе используется в качестве выходной зави-
симой переменной предлагаемой модели на осно-
ве РГП. Прогноз, выполненный по независимым 
переменным, был удовлетворительным, как было 
сказано выше. На метод РГП влияет выбор гипер-
параметров в большей степени, чем дисперсия 2σ  
и масштаб длины l для ядра РГП, дисперсия га-
уссовского шума 2

nσ  и значение целевой функции.
Обычно традиционным способом выполне-

ния оптимизации гиперпараметров в большин-
стве вычислительных кодов был поиск по сетке 
или просмотр параметров, который представляет 
собой просто исчерпывающий поиск в указанном 
вручную подмножестве пространства гиперпа-
раметров алгоритма обучения. Действительно, 
поиск по сетке – это метод грубой силы, и поэто-
му почти любой метод оптимизации повышает 
его эффективность. Используемый здесь метод 
LBFGSB относится к квазиньютоновским мето-
дам, классу методов оптимизации с восхождени-
ем на холмс целью поиска стационарной точки 
функции. Это итерационный метод решения за-
дач нелинейной оптимизации.

С учетом полученных результатов метод 
РГП в сочетании с методом оптимизации LB-
FGSB позволяет строить модели с высокой произ-
водительностью для оценки мутности на выходе 
из песчаных микроирригационных фильтров, пи-
таемых сточными водами. Коэффициент детер-
минации (R2) подобранной моделью РГП состав-
лял 0,8921 с коэффициентом корреляции 0,9445, 
среднеквадратическая и средняя абсолютные 
ошибки составляли 0,4335 и 0,2974 для мутности 
на выходе.
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Важность переменных для моделей га-
уссовского процесса часто определяется с помо-
щью автоматического определения релевантно-
сти (АОР). Однако эта процедура не обеспечивает 
адекватного метода, поскольку она системати-
чески недооценивает релевантность линейных 
входных переменных по сравнению с нелинейны-
ми, которые имеют такое же значение при фор-
мировании квадрата ошибки. Данный результат 
не получен с АОР, где важность этой переменной 
отнесена к последним позициям ранжирования 
релевантности. В качестве альтернативы пред-
ложено использовать дисперсию апостериорного 
скрытого среднего. Когда значение одной неза-
висимой переменной изменяется на небольшую 
величину, большое изменение значения скры-
того среднего означает, что эта переменная ре-
левантна.

Таким образом, в данных исследованиях 
использовался метод, учитывающий наличие 
категориальных переменных: важность пере-
менных изучалась путем удаления перемен-
ной, оценки производительности новой модели 
и сравнения ее с производительностью пол-
ной модели. Чем больше уменьшение параме-
тра согласия, тем больше важность независи-
мой переменной. В качестве дополнительного 
результата этих расчетов ранги значимости 
для входных переменных, прогнозирующих 
мутность на выходе (выходная переменная) 

в этом нелинейном исследовании, представлены  
в таблице.

Как и следовало ожидать, мутность на вы-
ходе сильно зависит от мутности на входе, по-
скольку взвешенные частицы задерживаются 
на фильтрующем материале, и, следовательно, 
мутность снижается. Следует ожидать меньшей 
мутности на выходе из фильтра. Однако удале-
ние мутности зависит также от размера частиц 
среды и от взаимодействия типа фильтра, высоты 
среды и скорости фильтрации. При этом входная 
мутность рассматривается как ковариантная ве-
личина. Результаты подтверждают эти предыду-
щие результаты, но электропроводность также 
оказывает влияние, которое ранее не рассматри-
валось, поскольку в проведение анализа мог быть 
включен только один параметр качества воды.

Электропроводность измеряет общее коли-
чество растворенных твердых веществ и не свя-
зана напрямую с мутностью, но со сточной жид-
костью, которая использовалась в эксперименте, 
она показала небольшое влияние на мутность 
на выходе. Дальнейшие исследования с учетом 
большей скорости фильтрации и высоты среды 
могут пролить больше светаотносительно их вли-
яния на значения мутности. Следовательно, обя-
зательным является использование РГП-модели 
с методом оптимизации LBFGSB для достижения 
наилучшего эффективного подхода в решении 
этой регрессионной задачи.

Таблица. Относительная релевантность переменных в модели РГП для мутности на выходе
Table. . Relative relevance of variables in the RHP model for out let turbidity

Переменная
Variable

Отн. ревалентность
Relative relevance

Переменная
Variable

Отн. ревалентность
Relative relevance

Мутность на входе, ЕМФ
In let turbidity, EMF 1,000 Скорость, м /ч / Speed, m/h 0,063

Фильтр / Filter 0,226 Кислород, мг /л / Oxygen, mg/l 0,053
Электропроводность, мкСм /см
Electrical conductivity, mkSm/cm 0,134 Температура, °С

Temperature, °С 0,051

Высота фильтрующего слоя, см
Height of the filter layer, cm 0,074 рН 0,035

Выводы
Было подтверждено предположение о том, 

что диагностика мутности на выходе может быть 
точно смоделирована с помощью РГП-модели. 
Установлено влияние настройки гиперпараме-
тров РГП-подхода на характеристики регрессии 
мутности на выходе.

Следует отметить, эта методология может 
быть успешно применена для других процессов 

фильтрации с аналогичными или разными типа-
ми фильтрующего материала, но при этом всегда 
необходимо учитывать характеристики каждого 
фильтра и эксперимента. Следовательно, эффек-
тивная РГП-модель является хорошим практи-
ческим решением задачи определения мутности 
на выходе из фильтров с песчаным наполните-
лем, широко используемых в системах микроо-
рошения.
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