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В статье указывается, что трубы с протекающей по ним жидкостью являются 
одними из часто встречающихся элементов в различных областях промышленности. 
Трубопроводы в нефтегазовой и ряде других отраслей промышленности имеют клапаны 
и соединения, которые могут быть смоделированы в виде концентрированных масс. Весьма 
важно учитывать их воздействие в исследовании динамического поведения трубопроводов. 
Развивающиеся колебания – предмет исследования многих ученых. В статье 
представлены исследования трубы со статической схемой свободно лежащей на опорах 
балки с прикрепленными сосредоточенными демпферами. Исследована устойчивость 
системы, состоящей из трубы с концентрированными демпферами и протекающей 
по ней жидкостью. Для определения критической скорости жидкости применяется 
спектральный метод Галеркина. На основании теоретических исследований установлено, 
что трубопроводная система с демпферами теряет устойчивость при 1,26 раза меньшей 
скорости течения жидкости (Vср = 122, 67 м/с), чем в случае без демпферов (Vср = 155 м/с).
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The article indicates that pipes with a liquid fl owing through them are one of the most common 
elements in various fi elds of industry. Pipelines in oil and gas and a number of other industries have 
valves and connections that can be modeled as concentrated masses. It is very important to consider 
their impact when investigating the dynamic behavior of pipelines. Developing fl uctuations are 
the subject of research by many scientists. The article investigates a pipe with a static scheme 
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of a beam freely lying on the supports with concentrated dampers. The stability of the system 
consisting of a pipe with concentrated dampers and a liquid fl owing through it is investigated. 
The spectral Galerkin method is used to determine the critical fl uid velocity. On the basis of theoretical 
studies, it has been established that a pipeline system with dampers loses its stability at 1.26 times 
lower fl uid fl ow rate (Vav = 122. 67, m/s) than in the case without dampers (Vav = 155 m/s).

Keywords: pipe, pipeline, dynamic stability, critical velocity, concentrated damper, 
fl owing liquid
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Введение. Трубы с протекающей 
по ним жидкостью являются одними из ча-
сто встречающихся элементов в различных 
областях промышленности. Развивающие-
ся колебания – предмет исследования мно-
гих ученых. Трубопроводы в нефтегазовой 
и ряде других отраслей промышленности 
имеют клапаны и соединения, которые мо-
гут быть смоделированы в виде концентри-
рованных масс. Весьма важным является 
учет их воздействия в исследовании дина-
мического поведения трубопроводов [1-10].

Исследования таких труб, представ-
ленные в работе [5], впервые выполнены 
Хилом и Свенсоном. Для решения диффе-
ренциального уравнения функции попереч-
ного перемещения применяется метод Га-
лёркина. Было обнаружено, что когда труба 
является консольной, концентрированные 
массы снижают критическую скорость жид-
кости – скорость жидкости, при которой тру-
ба теряет устойчивость.

Чен и Йендрейчик [5] проводят экспе-
рименты и исследования для труб с текущей 
жидкостью в двух случаях опор: Q – устрой-
ство и опора, позволяющая перемещение 
вдоль оси; консольные трубы. На свободном 
конце двух труб прикреплена концентриро-
ванная масса. В экспериментах использова-
ли трубы из двух материалов: полиэтилен 
и акрил. Исследована потеря устойчивости, 
определены круговые частоты свободных 
колебаний, функции формы и критическая 
скорость жидкости.

Ву и Ражи в работе [10] представляют 
метод исследования колебаний трубы с кон-
центрированной массой. Скорость жидкости 
меньше, чем критическая. Для труб с различ-
ными опорами получены функции формы. 
Исследовано влияние концентрированной 
массы в середине трубы типа простой балки 
на круговую частоту свободных колебаний.

Материал и методы исследова-
ний. Исследован трубопровод с длиной l, 

имеющий жесткость на изгибе EI . Поток жид-
кости имеет постоянную скорость V . Вяз-
кость жидкости и гравитационные силы 
при этом не учитываются. На трубопроводе 
расположены концентрированные демпфе-
ры. Исследуется устойчивость полученной 
системы.

Расчётная модель системы «Тру-
ба-жидкость» представлена на рисунке.

Рис. Труба с концентрированными 
демпферами

Fig. Pipe with concentrated dampers

Дифференциальное уравнение, опи-
сывающее поперечные колебания трубопро-
вода (в горизонтальной плоскости), имеет 
следующий вид [3]:
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где  ,w x t  – функция поперечных перемещений; fm  
и pm  – соответственно масса транспортируемой жид-
кости и масса трубы на единицу длины трубопровода; 

 1,...,jd j m  – коэффициент демпфирования j-того 
демпфера на оси трубы; jx  – расстояние е j-того кон-
центрированнoго демпфера от левого конца трубы 
(рис.);   – функция Дирака, для которой в соответ-
ствии с работой [4] существуют зависимости
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В большинстве работ по трубам с про-
текающей жидкостью вводят следующие 
безразмерные параметры:
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Тогда уравнение (1) принимает следу-
ющий вид:
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Определение критической скорости 
жидкости осуществляется спектральным 
методом Галёркина. Нужно искать следую-
щее приближение к точному решению крае-
вой задачи (4):
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В выражении (5)  iW  функции фор-
мы трубы – без концентрированных демп-
феров и без жидкости в ней. Эти функции 
отвечают граничным условиям трубы.  ia  
являются неизвестными функциями пара-
метра  .

Выражение (5) не является точным 
решением дифференциального урав-
нения (4). Поэтому после подстановки 
в выражение (4) получается функция оши-
бок   ,R :
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В метод Галёркина должна быть 
сброшена функция ошибок   ,R  в обла-
сти    0;1 . Чтобы осуществить это, должно 
быть удовлетворено, что

        
1

0
, 0kR W d  за 1,..., .k n   (7)

Условие (7) является требовани-
ем функция ошибок   ,R  быть ор-
тогональной всем основным функци-
ям  kW . Выражение (6) подставляется 
в выражение (7), и получается следующая 

система дифференциальных уравнений 
с неизвестными функции  ia :
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за 1,...,k n, что можно записать в виде матриц:

          0i i iM a C a K a . (9)

Если принимать во внимание орто-
гональность функций iW  и kW  для шар-
нирно опёртой трубы на двух концах, 
каждый член матриц в выражении (9) 
получается с использованием следующих 
формул [3]:

  0,5ik ikM ; (10)
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Здесь

   ; 1,2,3,...,i i i n; (13)

       sin ;i iW  (14)

ik – символ Кронекера;

1,2,3,...,k n.

Систему уравнений (9) можно запи-
сать в следующем виде:

        0A q B q ,  (15)

где          T
i iq a a ; (16)
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Выражение (15) умножается слева 
с  1A . Получается, что

        
  1 0I q A B q , (19)

где  I  – единичная матрица.
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Для функции ai положено:

  i ia A e , (20)

где  – мнимая единица; iA  – константы;  – безраз-
мерный параметр круговой частоты трубы :

  



  2f pm m

l
EI

. (21)

Тогда из выражений (16) и (20) полу-
чаем выражение для  q :

              T
i iq a a e u . (22)

В элементах вектора  u  участвуют по-
стоянные величины iA .

Выражение (22) подставляется в выраже-
ние (19), и получается следующее уравнение:

         
  

1 0I u A B u . (23)

Система (23) является задачей собствен-
ных чисел и собственных векторов. Потом для 
конкретной скорости жидкости могут быть 
определены значения . Если одно или не-
сколько из этих значений имеют отрицатель-
ные мнимые части, то при соответствующей 
скорости система неустойчива. Это условие 

позволяет определить критическую скорость 
протекающей жидкостью. Если  Im 0 
и  Re 0, то потеря устойчивости является 
флаттером. Когда  Im 0 и  Re 0, то поте-
ря устойчивости – в дивергентной форме.

Численные исследования. Пред-
метом исследования в данной работе яв-
ляется трубопровод со статической схемой 
простая балка (рис.). Поперечное сечение – 
с внешним радиусом 0,1 m и внутренним 
радиусом 0,095 m. Модуль упругости тру-
бы –  8 22.1 10  /E x kN m , масса трубы на еди-
ницу длины –  0.02404 /pm t m, а дли-
на трубы –  6 l m, демпферы находятся 
на расстояния 1,5 ;x m  2 3 ;x m  3 4,5 x m, 
 2500 /d kNs m . Проведены исследова-

ния жидкости с плотностью   31 /f t m . 
Полученные результаты представлены 
как 122.67 /crV m s. Когда нет демпфе-
ров, 155 /crV m s.

Выводы
На основании теоретических иссле-

дований установлено, что трубопроводная 
система с демпферами теряет устойчивость 
при 1,26 раза меньшей скорости течения 
жидкости (Vср = 122, 67 м/с), чем в случае без 
демпферов (Vср = 155 м/с).
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