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â)

ã)

ä)

ãäå p = p(s, n) – äàâëåíèå; q = q(s, n) – ìîäóëü 
ñêîðîñòè |v|; p – ïëîòíîñòü æèäêîñòè; W = W(s, 

n) – ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ; a = a(s, n) – s s

êðèâèçíà ëèíèè òîêà s; a = a(s, n) – êðèâèçíà n n

íîðìàëè ê ëèíèè òîêà n; q = q(s, n) – óãîë 1 1

íàêëîíà âåêòîðà ñêîðîñòè.

Ïðè òåîðåòè÷åñêîì èññëåäîâàíèè 
êîíêðåòíûõ çàäà÷ â ìåõàíèêå ñïëîøíîé 
ñðåäû íåîáõîäèìî çàäàòü ñèñòåìó êîîðäè-
íàò, â êîòîðîé îïèñûâàåòñÿ äâèæåíèå 
æèäêîñòè. Ïðè çàïèñè ñèñòåì óðàâíåíèé, 
îïðåäåëÿþùèõ çàêîíîìåðíîñòè òå÷åíèÿ, 
òðåáóåòñÿ ñòðîèòü ãèïîòåçû è äåëàòü 
ïðåäïîëîæåíèÿ, ïîçâîëÿþùèå ó÷èòûâàòü 
îñîáåííîñòè ðàññìàòðèâàåìîé ìîäåëè. 
Áóäåì ñ÷èòàòü òå÷åíèå ñòàöèîíàðíûì, 
áåçâèõðåâûì, à æèäêîñòü èäåàëüíîé, 
íåñæèìàåìîé, ñ ïîñòîÿííîé ïëîòíîñòüþ r.

Èñõîäíîé ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìà óðàâíå-
íèé ãèäðîäèíàìèêè, çàïèñàííàÿ â åñòåñ-
òâåííîé ñèñòåìå êîîðäèíàò. Êîîðäèíàòà s 
âûáèðàåòñÿ âäîëü ëèíèè òîêà, êîîðäèíàòà 
n – ïåðïåíäèêóëÿðíî ëèíèè òîêà (ðèñ. 1).

Â îáîçíà÷åíèÿõ Ìèëí-Òîìñîíà 
óðàâíåíèÿ èìåþò âèä [1–3]:

à)

á)
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ÓÄÊ 502/504 : 532.5 : 627.82

Ñ. Í. ÊÀÐÀÌÁÈÐÎÂ, Ý. Ñ. ÁÅÃËßÐÎÂÀ, À. Ï. ÃÓÐÜÅÂ

Ôåäåðàëüíîå ãîñóäàðñòâåííîå áþä åòíîå îáðàçîâàòåëüíîå ó÷ðåæäåíèå âûñøåãî ïðîôåññèîíàëüíîãî îáðàçîâàíèÿæ

«Ìîñêîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò ïðèðîäîîáóñòðîéñòâà»

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ãèäðàâëè÷åñêèé ðàñ÷åò âîäîñëèâà ïðàêòè÷åñêîãî ïðîôèëÿ ,
ðàáîòàþùåãî ïî ñõåìå èñòå÷åíèÿ èç-ïîä çàòâîðà.

Èäåàëüíàÿ æèäêîñòü , ëèíèÿ òîêà , îòêðûòèå çàòâîðà , òîëùèíà ñëîÿ , ðàñõîä ,
êîýôôèöèåíò ñêîðîñòè , ñâîáîäíàÿ ïîâåðõíîñòü , ñïëàéí-ôóíêöèÿ. 

There is considered a hydrodynamic estimation of round-crested weir operating 
according to the scheme of flowing from under the gate.

Ideal liquid ,  current line ,  gate opening ,  layer thickness ,  consumption ,  coefficient of 
speed , free surface , spline function.
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Ðèñ. 1. Ñèñòåìà êðèâîëèíåéíûõ êîîðäè-
íàò
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Êàê èçâåñòíî, îáùèå ðåøåíèÿ äèô-
ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ 
ñîäåðæàò ïðîèçâîëüíûå ôóíêöèè è ïîñòî-
ÿííûå, êîòîðûå íóæíî îïðåäåëÿòü èç 
ñïåöèàëüíûõ óñëîâèé.

Çàïèøåì óðàâíåíèå 1à â ñëåäóþùåì 
âèäå:

Îòñþäà ïîñëå èíòåãðèðîâàíèÿ âäîëü 
ëèíèè òîêà ïîëó÷èì:

Ââåäåì áîëåå ïðèâû÷íûå îáîçíà÷å-
íèÿ:
v = q – ñêîðîñòü; y = n – íîðìàëü ê ëèíèè 
òîêà, îòñ÷èòûâàåìàÿ îò óñðåäíåííîé 
ïîâåðõíîñòè: ó = – Í/2 – íà ïîâåðõíîñòè 
ïðîôèëÿ; ó = Í/2 – íà ñâîáîäíîé ïîâåð-
õíîñòè;
a = K = 1/R,s

ãäå K – êðèâèçíà ëèíèé òîêà; R – ðàäèóñ 
êðèâèçíû; q = – q, òàê êàê íàïðàâëåíà â 1

îáðàòíóþ ñòîðîíó ïî ñðàâíåíèþ ñ âûðàæåíèåì 
Ìèëí-Òîìñîíà (ðèñ. 2).

èìååì:

èëè ïî òåîðåìå î ïðîèçâîäíîé îáðàòíîé 
ôóíêöèè:

Ðàññìîòðèì:

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ  êðèâèçíû ìîæíî 
èñïîëüçîâàòü èçâåñòíóþ èç ìàòåìàòè÷åñ-
êîãî àíàëèçà ôîðìóëó:

Ïîñëåäíåå âûðàæåíèå ñîâïàäàåò ñ 

ïðîèçâîäíîé

Ïîñêîëüêó âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ 
âûïóêëîé ââåðõ ôóíêöèè  èìååò îòðèöà-
òåëüíîå çíà÷åíèå, ïîëó÷àåòñÿ ñëåäóþùåå 
âûðàæåíèå:

Ñ ïîìîùüþ óðàâíåíèÿ (1ã) çàïèøåì 
óðàâíåíèå îòñóòñòâèÿ âèõðÿ:

Ðàçëîæèì ôóíêöèþ v â ðÿä Òåéëîðà 
ïî y:

Ïîñêîëüêó              à òîëùèíà ñëîÿ 

ïðåäïîëàãàåòñÿ âåëè÷èíîé ìàëîé, îñòàâèì 

â ðàçëîæåíèè ïåðâûå äâà ÷ëåíà. Ñðåäíåå 

çíà÷åíèå: 

Ñ ó÷åòîì ýòîãî óðàâíåíèå (4) ïðèìåò 
ñëåäóþùèé âèä:
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Â ðàñ÷åòíîé ñõåìå ïðîôèëü îïèñûâà-
åòñÿ óðàâíåíèåì x = x(z), ãäå êîîðäèíàòû  
x, z  îòñ÷èòûâàþòñÿ îò ãðåáíÿ âîäîñëèâà 
ãîðèçîíòàëüíî è âåðòèêàëüíî âíèç.

Äîïóñòèì, ÷òî íàì èçâåñòíî óðàâíå-
íèå êàêîé-ëèáî ëèíèè òîêà s = s(z), òîãäà 

Ðèñ. 2. Ñõåìà òå÷åíèÿ
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     p = p .a

Èç (13) ïîëó÷èì:

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

ãäå Ê = 1/R – êðèâèçíà; m = cos q.
Â ôîðìóëå (14) çíà÷åíèå Í âû÷èñëÿ-

åòñÿ ïî çíà÷åíèÿì m è K íà ñðåäíåé ëèíèè 
òîêà. Îáîçíà÷èì èõ    è    .

Äëÿ ðàñ÷åòà ïîñëåäíèõ âåëè÷èí 
ðàññìîòðèì äåòàëüíåå ñõåìó òå÷åíèÿ (ðèñ. 
3). Îáîçíà÷èì: q – óãîë íà ïîâåðõíîñòè ïðîô

ïðîôèëÿ; q – óãîë äëÿ ñâîáîäíîé ïîâåð-ñâ

õíîñòè ñòðóè.

ãäå  è  – ñêîðîñòü è ðàäèóñ êðèâèçíû íà 
ñðåäíåé ëèíèè ñòðóè ñîîòâåòñòâåííî; 

Ïîäñòàâëÿÿ â ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî 
âûðàæåíèå äëÿ ñêîðîñòè, ïîëó÷èì:

Óðàâíåíèå íåðàçðûâíîñòè (1â)  
ýêâèâàëåíòíî ïîñòîÿíñòâó ðàñõîäà â 
ïîïåðå÷íîì ñå÷åíèè ñòðóè:

ãäå b – øèðèíà âîäîñëèâà.
Òàêèì îáðàçîì, ðàñïðåäåëåíèå 

ñêîðîñòè â ñòðóå ïîä÷èíÿåòñÿ çàêîíó:

Â óðàâíåíèå Áåðíóëëè (2) ïîäñòàâèì 
âûðàæåíèå äëÿ ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè, 
êîòîðîå ïîëó÷àåòñÿ ïðîåêöèåé ïðîèçâîëü-
íîé òî÷êè òå÷åíèÿ íà âåðòèêàëü  â òåêó-
ùåé òî÷êå (âåëè÷èíû, îòíîñÿùèåñÿ ê 
ïðîôèëþ, èìåþò èíäåêñ ïðîô):

Â âåðõíåì áüåôå èìååì:
p = p ; v = 0; W = gH ,a ∞
ãäå p  – àòìîñôåðíîå äàâëåíèå; g – óñêîðåíèå a

ñèëû òÿæåñòè.
Îòñþäà ïîëó÷èì:

Ïîñëå äåëåíèÿ âûðàæåíèÿ  (12) íà g 
è ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèå (9), èìååì:

Óðàâíåíèÿ äëÿ îïðåäåëåíèÿ H(z) 
ìîæíî ïîëó÷èòü èç óñëîâèÿ íà ñâîáîäíîé 
ïîâåðõíîñòè ñòðóè:
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Ïîñêîëüêó ñòðóÿ ñóæàåòñÿ ïî òå÷å-
íèþ âîäû, óãîë íà ïîâåðõíîñòè ñòðóè 
óâåëè÷èâàåòñÿ ïî ñðàâíåíèþ ñ óãëîì íà 
ïðîôèëå íà âåëè÷èíó dq. Ìàëûå çíà÷åíèÿ 
èçìåíåíèÿ òîëùèíû ñòðóè ïîçâîëÿþò 
çàìåíèòü ìàëûé óãîë ïðîèçâîäíîé:

                
Çíàê ìèíóñ ó÷èòûâàåò ñóæåíèå 

ñòðóè. Òîãäà 

Ðèñ. 3. Ñîîòíîøåíèå óãëîâ íàêëîíà 
âåêòîðà ñêîðîñòè

 dq»dq=-tg .sH (16)

 
ñâ. ïðîô. ïðîô. .

dH

dS
q=q+dq=q- (17)
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Óãîë íà ñðåäíåé ëèíèè òîêà:

                                .

Ñ ïîìîùüþ (17) è (18) âûðàçèì m è K 
íà ñðåäíåé ëèíèè òîêà. Òàê, ïîñëå ðàçëî-
æåíèÿ âûðàæåíèÿ äëÿ m â ðÿä Òåéëîðà 
èìååì:

Àíàëîãè÷íî:

Ñ ïîìîùüþ ñîîòíîøåíèÿ

ïîëó÷èì ôîðìóëû:

ãäå 

Ó÷èòûâàÿ ìàëîñòü çíà÷åíèé dm, dK è 

dH, ðàçëîæèì ôóíêöèþ (14) â ðÿä ñ òî÷-
2 2 2 íîñòüþ äî êâàäðàòîâ dm, dK , dH :

Âû÷èñëèì ïðîèçâîäíûå ôóíêöèè 
(15):

Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî ïðåäëîæèòü 
ñëåäóþùèé ìåòîä ðàñ÷åòà ñâîáîäíîé 
ïîâåðõíîñòè:

1. Íàõîäèòñÿ ôóíêöèÿ m(z) è ïðîô

K (z) íà ðàñ÷åòíîì ïðîôèëå õ(z).ïðîô

2. Íàõîäèòñÿ ôóíêöèÿ H (z) èç ïðîô

óðàâíåíèÿ ïåðâîãî ïðèáëèæåíèÿ (15):

3. Àïïðîêñèìèðóþòñÿ çíà÷åíèÿ Í, 
íàéäåííûå â ðàñ÷åòíûõ òî÷êàõ ñ ïîìîùüþ 
ñïëàéí-ôóíêöèé. Âûáîð ïîñëåäíèõ 
îáóñëîâëåí òåì, ÷òî ñïëàéíû ïðîõîäÿò 
÷åðåç âñå çàäàííûå òî÷êè è èìåþò äîñòà-
òî÷íóþ ãëàäêîñòü, â òî âðåìÿ êàê âûáîð 
ðåãðåññèîííîé ìîäåëè òðåáóåò âìåøà-
òåëüñòâà ÷åëîâåêà è ìîæåò ïðèâåñòè ê 
çíà÷èòåëüíûì ïîãðåøíîñòÿì.

4. Íàõîäèòñÿ dm(z) è dK(z) ïî ôîðìó-
ëàì (23) è (24).

5. Íàõîäèòñÿ dH èç ñîîòíîøåíèÿ 
(òàê êàê                                  ):

6. Ïîäñòàâëÿÿ â (30) íàéäåííûå 
çíà÷åíèÿ dm, dK è ïðîèçâîäíûå (26)…(28), 
ïîëó÷àåì óòî÷íåííûå çíà÷åíèÿ:

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ýïþðû äàâëåíèé ïî 
òîëùèíå ñëîÿ âîñïîëüçóåìñÿ óðàâíåíèåì 
(13):

Â äàëüíåéøåì ðàññìîòðèì òîëüêî 
èçáûòî÷íîå äàâëåíèå. Ðàñõîä ÷åðåç âîäîñ-
ëèâ îïðåäåëèì ïî èçâåñòíîé ôîðìóëå:

ãäå e – êîýôôèöèåíò ñæàòèÿ ñòðóè; j – êîýô-
ôèöèåíò ñêîðîñòè; a – îòêðûòèå çàòâîðà; b – 
øèðèíà âîäîñëèâíîãî ôðîíòà.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî                  ïîëó÷èì:

Г и д р о т е х н и ч е с к о е  с т р о и т е л ь с т в о
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äëÿ ïðîôèëÿ Êðèãåðà–Îôèöåðîâà (òàáëè-
öà).

ãäå y ìåíÿåòñÿ îò – Í/2 äî Í/2. 
×òîáû ïðèâåñòè âûðàæåíèå (34) ê 

áåçðàçìåðíîìó âèäó, ðàçäåëèì åãî íà 
òîëùèíó ñëîÿ H. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ýïþðû 
ñêîðîñòè èñïîëüçóåì  ôîðìóëó (9), ïîäñòà-
âèâ â íåå âûðàæåíèÿ äëÿ ðàñõîäà è ñðåäíå-
ãî ðàäèóñà:

Ðåøåíèå çàäà÷è ðàñ÷åòà âîäîñëèâà 
íà÷èíàåòñÿ ñ çàäàíèÿ åãî ïðîôèëÿ. 
Àëãîðèòì ðàñ÷åòà íàêëàäûâàåò íà êðèâóþ 
ïðîôèëÿ ìèíèìàëüíûå îãðàíè÷åíèÿ: 
âûïóêëîñòü ââåðõ, ìîíîòîííîñòü, ñóùåñò-
âîâàíèå íå íèæå âòîðîé ïðîèçâîäíîé. 
Ïðîôèëü ìîæåò çàäàâàòüñÿ àíàëèòè÷åñ-
êèì âûðàæåíèåì èëè â âèäå òàáëèöû. Â 
ïîñëåäíåì ñëó÷àå òðåáóåòñÿ àïïðîêñèìà-
öèÿ çàâèñèìîñòè, çàäàííîé â óçëàõ. Â 
êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì íàèáîëåå 
ðàñïðîñòðàíåííûé ïðîôèëü âîäîñëèâà 
Êðèãåðà–Îôèöåðîâà (ðèñ. 4).

Õîðîøèå ðåçóëüòàòû ïîëó÷åíû äëÿ 
ñòåïåííîé àïïðîêñèìàöèè:

Ïî ïðèâåäåííîé ìåòîäèêå áûëè 
ïðîâåäåíû ðàñ÷åòû âîäîñëèâà ñ ïîäïîðîì 

П Р И Р О Д О О Б У С Т Р О Й С Т В О

 2
2 2 2

èçá
2

ïðîô.

2
ïðîô ïðîô. ïðîô.

( ) 1
2

1
cos sin ,

2 2

P aH y
y H

g H R H

H dH
z y

dz

¥
¥

æ öje=- - +ç ÷ç ÷r +è ø
æ öé ù+-+q+qç ÷ê úè øë û

(34)

 

ïðîô.

2
( ) 1 .

2

a gH y
v y

H R H

¥
æ öje

= -ç ÷ç ÷+è ø
(35)

N z x h1 h2 p/gamma 
0 0,070 0,504 0,3161 0,3220 9,1235 
1 0,257 0,870 0,3177 0,3199 9,6021 
2 0,444 1,123 0,3096 0,3108 9,7628 
3 0,631 1,332 0,2998 0,3006 9,8406 
4 0,819 1,515 0,2900 0,2905 9,8827 
5 1,006 1,680 0,2807 0,2811 9,9067 
6 1,193 1,833 0,2721 0,2724 9,9211 
7 1,380 1,975 0,2642 0,2645 9,9306 
8 1,567 2,108 0,2570 0,2572 9,9380 
9 1,754 2,235 0,2503 0,2590 9,9448 
10 1,941 2,356 0,2443 0,2443 9,9517 
11 2,129 2,472 0,2386 0,2386 9,9589 
12 2,316 2,584 0,2334 0,2334 9,9664 
13 2,503 2,692 0,2285 0,2285 9,9738 
14 2,690 2,796 0,2240 0,2240 9,9808 
15 2,877 2,897 0,2197 0,2197 9,9873 
16 3,064 2,995 0,2156 0,2156 9,9928 
17 3,251 3,091 0,2117 0,2117 9,9970 

 

 
Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòà ïðîôèëÿ âîäîñëèâà
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õ, ì- 6
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- 2
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Ðèñ. 4. Ñðàâíåíèå òåîðåòè÷åñêîãî è 
ýêñïåðèìåíòàëüíîãî ïðîôèëÿ ñâîáîäíîé 
ïîâåðõíîñòè:     ïðîôèëü;    à = 2,5 ì;           
      à = 3,75 ì;       à = 5 ì;       ðàñ÷åò

 0,56l,5129 0,0033.X Z= - (36)

Äëÿ ïðîâåðêè àäåêâàòíîñòè òåîðèè 
ïðîâåäåì ñðàâíåíèå ðåçóëüòàòîâ ðàñ÷åòîâ 
ñ íàòóðíûìè èññëåäîâàíèÿìè îäíîé èç 
îñíîâíûõ õàðàêòåðèñòèê òå÷åíèÿ – ïðî-
ôèëåì ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè. Óñëîâèÿ 
íàòóðíûõ ýêñïåðèìåíòîâ: âåðõíèé áüåô 
Í  = 9,5 ì; îòêðûòèå çàòâîðà à = 2,5 ì; µ
3,75 ì;   5 ì (òðè ñëó÷àÿ).

Â ïðîöåññå ñðàâíåíèÿ òåîðåòè÷åñêî-
ãî è ýêñïåðèìåíòàëüíîãî ïðîôèëåé 
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ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè ïðè ðàçëè÷-

íûõ îòêðûòèÿõ çàòâîðà áûëî óñòàíîâëåíî, 

÷òî â öåëîì òåîðèÿ õîðîøî ñîãëàñóåòñÿ ñ 

ýêñïåðèìåíòîì. Ëó÷øèå ðåçóëüòàòû 

ïîëó÷åíû äëÿ íàèìåíüøåãî îòêðûòèÿ 

çàòâîðà à = 2,5 ì, òàê êàê ïðè ýòîì âûïîë-

íÿþòñÿ ïðàêòè÷åñêè âñå äîïóùåíèÿ 

òå÷åíèÿ â òîíêîì ñëîå. Ñ óâåëè÷åíèåì 

âåëè÷èíû à íàáëþäàåòñÿ òåíäåíöèÿ 

óìåíüøåíèÿ ðàñ÷åòíîé òîëùèíû òå÷åíèÿ 

ïî ñðàâíåíèþ ñ íàáëþäàåìîé ó ãðåáíÿ 

âîäîñëèâà è åå ïðåâûøåíèå â óñòüå.
Îäíàêî àáñîëþòíàÿ âåëè÷èíà îòêëî-

íåíèé ÿâëÿåòñÿ âïîëíå ïðèåìëåìîé äëÿ 

èíæåíåðíûõ ðàñ÷åòîâ, è ïðîâåäåíèå åùå 

îäíîé èòåðàöèè íóæäàåòñÿ â ñåðüåçíîì 

îáîñíîâàíèè.
Âûâîäû

Àíàëèç ðåçóëüòàòîâ ïîêàçûâàåò, ÷òî 

ó ãðåáíÿ âîäîñëèâà íà ïðîôèëå óñòàíàâëè-

âàåòñÿ âàêóóì, çíà÷åíèå êîòîðîãî óìåíü-

øàåòñÿ âäîëü òå÷åíèÿ è â êîíöå êîíöîâ 

äàâëåíèå ñòàíîâèòñÿ ðàâíûì àòìîñôåðíî-

ìó, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò êðèòåðèþ ïîñòðîå-

íèÿ ïðîôèëÿ.
Âëèÿíèå âòîðîãî ïðèáëèæåíèÿ 

ñêàçûâàåòñÿ ëèøü ó ãðåáíÿ, ÷òî îáúÿñíÿ-

åòñÿ îòíîñèòåëüíî íåáîëüøèìè ðàäèóñàìè 

êðèâèçíû è ìàêñèìàëüíîé äëÿ ïîòîêà 

òîëùèíîé òå÷åíèÿ. Ïîïðàâêà íàïðàâëåíà 

â ñòîðîíó óâåëè÷åíèÿ òîëùèíû ñëîÿ.
Íèæå ïî ïðîôèëþ ðàäèóñ êðèâèçíû 

ñòðóè ïðàêòè÷åñêè ñîâïàäàåò ñ ðàäèóñîì 

ïðîôèëÿ, è çíà÷åíèå ïîïðàâêè ñòàíîâèòñÿ 

ïðåíåáðåæèìî ìàëûì.

Íà âñåì ïðîòÿæåíèè ïðîôèëÿ ñêîðîñòü â 

ïîïåðå÷íîì ñå÷åíèè èçìåíÿåòñÿ ïî ëèíåé-

íîìó çàêîíó, óâåëè÷èâàÿñü âíèç ïî òå÷å-

íèþ. Ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ ñêîðîñòü 

äîñòèãàåò íà ïðîôèëå âîäîñëèâà.
Äàâëåíèå â ñå÷åíèè èçìåíÿåòñÿ ïî 

êâàäðàòè÷íîìó çàêîíó, èçìåíÿÿñü îò 

âàêóóìà íà ïðîôèëå, ïåðåõîäÿ â èçáûòî÷-

íîå äàâëåíèå âíóòðè òå÷åíèÿ è â àòìîñôåð-

íîå íà ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè
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