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Гиперболические кривые используются при проведении различных теоретических 
и практических исследований, в том числе в области водохозяйственного 
и природоохранного строительства при расчетах различных геофизических объектов 
с гиперболическими очертаниями (поверхностей береговых склонов, линий скольжения 
оползневых массивов, струенаправляющих дамб, водосливных поверхностей водосбросов, 
траекторий свободного падения воды и др.). Точное определение длины дуги гиперболы 
представлено достаточно сложной зависимостью, основанной на «неберущихся» неполных 
эллиптических интегралах, что затрудняет проведение аналитических расчетов 
и предполагает использование табличных данных с трудоемкой перекрестной и нелинейной 
их интерполяцией, и др. Предложены элементарные зависимости для определения длины 
дуги гиперболы, которые дают весьма близкое приближение (до 1%) к точным значениям. 
Полученные расчетные аналитические зависимости для определения длины дуги гиперболы 
рекомендуются для практического использования при проведении теоретических 
и прикладных исследований в различных областях науки и техники.
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Hyperbolic curves are used in various theoretical and practical studies, including 
in the fi eld of water management and environmental construction when calculating various 
geophysical objects with hyperbolic outlines (surfaces of coastal slopes, sliding lines of landslide 
massifs, directing dams, spillway surfaces of watersheds, water free fall trajectories, etc.). 
The exact determination of the length of the hyperbola arc is represented by a rather complex 
dependence based on “unbreakable” incomplete elliptic integrals, which makes it diffi cult to carry 
out analytical calculations and involves the use of tabular data with a time-consuming cross 
and non-linear interpolation of them, etc. Elementary dependencies are proposed to determine 
the length of the hyperbola arc, which give a very close approximation (up to 1%) to exact values. 
The obtained calculated analytical dependencies for determining the length of the hyperbola arc 
are recommended for practical use in theoretical and applied research in various fi elds of science 
and technology.
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Введение. В ряде случаев при исследо-
ваниях в области водохозяйственного и приро-
доохранного строительства требуется опреде-
ление геометрических параметров различных 
геофизических объектов гиперболического 
очертания, в том числе при расчетах дли-
ны: поверхностей береговых склонов, линии 
скольжения оползневых массивов, береговых 
линии водотоков (водоемов) и струенаправ-
ляющих дамб водозаборных гидроузлов, во-
досливных поверхностей бетонных плотин 
и тоннельных (башенных) водосбросов, тра-
екторий свободного падения водного потока 
на водопадах и водосбросах арочных плотин 
и др. Гиперболические кривые используются 
также при проведении различных теорети-
ческих и практических исследований, свя-
занных с определением траекторий полетов 
различных тел и летательных аппаратов, 
очертаниями форм объектов, оптимизацией 
логистических маршрутов [1] и т.д.

Гиперболическая кривая (гипербола) 
является каноническим сечением и образу-
ется при нормальном пересечении плоско-
стью образующей поверхности тупоуголь-
ного конуса [1]. Разность расстояний всех 
точек гиперболы от двух фокусов, располо-
женных на действительной оси ( c ), равна 
постоянной величине 2a, при этом значе-
ние c выражается через полуоси гипербо-
лы 2 2c a b  , где a и b – действительная 
и мнимая полуоси. Величины / 1c a    

и 2 /p b a  называются соответственно экс-
центриситетом гиперболы и фокальным па-
раметром – половиной вертикальной хорды 
от фокуса гиперболы [1, 2].

Уравнения гиперболы выражаются за-
висимостями:

 в канонической форме 
2 2

2 2 1x y
a b

  ;  (1)

 в параметрической форме ( ,
( )

;)x a ch t
y b sh t
 
 

  (2)

где t – параметр уравнений.

Материалы и методы. Точная длина 
гиперболы определяется достаточно сложной 
зависимостью, основанной на «неберущихся» 
эллиптических интегралах 1 и 2 рода, что 
затрудняет проведение аналитических рас-
четов. Для наглядности приведем известный 
вывод формулы для расчета длины дуги ги-
перболы (от вершины A до заданной точки M  
с параметром 1t ) на основе преобразований ее 
параметрического уравнения (2) в виде:
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При замене переменной
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формула (3) преобразуется к виду
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Таким образом, точная длина дуги ги-
перболы L от ее вершины A (при 0At  ) до за-
данной точки M  (с параметром 1Mt t ) опреде-
ляется зависимостью:

      2 2
1 1 1 11 , 1 ,aL tg E F       


       ,  (5)

в которой величины  1,F    и  1,E    являют-
ся соответственно неполными эллиптически-
ми интегралами 1 и 2 рода при модуле  и мо-
дулярном угле 1 , рассчитываемым по форму-
лам (4) при характеристиках гиперболы a, b 
и параметре заданной точки 1t . Указанные 

эллиптические интегралы не выражаются 
через элементарные функции [3-9], и анали-
тическое вычисление их значений представ-
ляет собой сложную задачу. В связи с этим 
до настоящего времени наряду с программны-
ми продуктами широко применяются специ-
альные графики и таблицы, впервые состав-
ленные еще А.М. Лежандром в 1830-е гг. [1]. 
Использование последних зачастую связано 
с трудоемкой работой по перекрестному и не-
линейному интерполированию их значений. 
При этом численные решения, дающие прак-
тически точные значения интегралов для от-
дельных точек, ограничены в возможностях 
выявления внутренних взаимосвязей исход-
ных факторов и оценке их влияния на проме-
жуточные и итоговые результаты рассматри-
ваемой задачи, что обусловливает актуаль-
ность и востребованность дальнейшего раз-
вития и совершенствования аналитических 
методов решения задач.

Результаты. В связи с изложенным 
предлагаются весьма «простые» зависимости 
для определения длины дуги от вершины 
гиперболы до заданной на ней точки с коор-
динатами ( ;x y), основанные на суммарном 
представлении линейных зависимостей для 
участков – до (0 ct t  ) и после ( ct t ) фокуса 
гиперболы – в виде:
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в которых x и y – координаты заданной точки; ct  – параметр 
функции в фокусе гиперболы, равный  /ct Arch c a ; p – 
фокальный параметр гиперболы (см. выше).

При этом длина дуги между двумя про-
извольно расположенными точками гипер-
болы находится как разность между значе-
ниями длин кривых, отсчитываемых от вер-
шины гиперболы для каждой из этих точек 
в отдельности.

В частности, значение длины дуги рав-
носторонней гиперболы 1XY    ( 2a b  ) 
между точками 1 0.5X  ; 2 1X   (где X  и Y  – 
координаты по осям асимптот равносторон-
ней гиперболы), определенное по методу 
Я.Б. Зельдовича [9] на основе удержания 
двух первых членов в формуле бинома Нью-
тона, равно 1.146 (+1.2%) при точном ее 
значении 1.132. Для данного случая зна-
чения координат x рассматриваемых точек 
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в прямоугольной («правильной») системе ко-
ординат определены по зависимости [1]

cos sini i ix X Y   ,

где / 4   – угол поворота координатных осей асим-
птот, соответственно будут равны 1 1.25 2x  ; 2 2x  , 
а результат расчета по предлагаемой формуле (6) равен 
1.129 ( –0.2%), что практически полностью согласуется 
с точным значением.

В нижеследующей таблице приводит-
ся сравнение расчетов длины дуги гипер-
болы по предлагаемым зависимостям (6) 

от вершины гиперболы для заданных вели-
чин параметра t в формулах (2) с точными 
значениями зависимости (5).

Как следует из таблицы, рекомендуе-
мые элементарные зависимости (6) для опре-
деления длины дуги гиперболической кривой 
дают весьма близкие к точным значениям ре-
зультаты (до 1%) для широкого диапазона из-
менений параметров гиперболы и могут быть 
рекомендованы для использования в теоре-
тических и прикладных исследованиях в раз-
личных областях науки и техники.

Таблица
Сравнение результатов расчета длины дуги гиперболы по предлагаемым 

формулам (6) с точными значениями
Table

Comparison of the results of calculating the length of the hyperbola arc according 
to the proposed formulas (6) with the exact values

Значение b
при a = 1; tc

Value b
at 1a  ; ct

Параметр t
в формулах (2)

Parameter t
in formulas (2) 

Точное
значение L
Exact value L

Значение L 
по формулам (6)

Value L by formulas (6)
%

0.2b 
0.199ct 

0.1 0.0208 0.0209 + 0.09
0.5 0.172 0.172 0
1 0.608 0.609 + 0.2
2 2.881 2.900 + 0.7
5 74.705 75.463 + 1.0
10 1.123· 104 1.134· 104 + 1.0

0.5b 
0.481ct 

0.1 0.050 0.051 + 0.8
0.5 0.297 0.294 -1.1
1 0.827 0.827 + 0.1
2 3.363 3.382 + 0.6
5 82.155 82.954 + 1.0
10 1.231· 104 1.243· 104 + 1.0

1.0b 
0.881ct 

0.1 0.100 0.101 + 1.0
0.5 0.541 0.542 + 0.2
1 1.317 1.313 -0.3
2 4.625 4.652 + 0.6
5 104.345 105.363 + 1.0
10 1.557· 104 1.573· 104 + 1.0

5.0b 
2.312ct 

0.1 0.501 0.506 + 1.0
0.5 2.609 2.635 + 1.0
1 5.907 5.960 + 0.9
2 18.365 18.527 + 0.9
5 378.210 381.968 + 1.0
10 5.615· 104 5.672· 104 + 1.0

10.0b 
2.998ct 

0.1 1.002 1.012 + 1.0
0.5 5.213 5.265 + 1.0
1 11.767 11.882 + 1.0
2 36.385 36.734 + 1.0
5 745.655 753.095 + 1.0
10 1.107· 105 1.118· 105 + 1.0
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Выводы
Гиперболические кривые используются 

при проведении различных теоретических 
и практических исследований, в том числе 
в области водохозяйственного и природоохран-
ного строительства при расчетах различных 
геофизических объектов гиперболического 
очертания (поверхностей береговых склонов, 
линий скольжения оползневых массивов, 
струенаправляющих дамб, водосливных по-
верхностей водосбросов, траекторий свободно-
го падения воды и др.). При этом известный 

метод для точного определения длины дуги 
гиперболы представлен достаточно сложной 
зависимостью, основанной на «неберущихся» 
неполных эллиптических интегралах, что за-
трудняет проведение аналитических расчетов.

Предложенные элементарные зависимо-
сти (6) для определения длины дуги гипербо-
лы дают весьма близкие приближения (до 1%) 
к точным значениям и рекомендуются для ис-
пользования в теоретических и прикладных 
исследованиях в различных областях науки 
и техники.
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