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Ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðèìåíåíèå áåòà-ðàñïðåäåëåíèÿ äëÿ îïèñàíèÿ çàêîíîìåðíîñ-
òåé êîëåáàíèé âçàèìíî êîððåëÿöèîííûõ ãîäîâûõ âåëè÷èí ñòîêîâûõ ðÿäîâ. Ââîäÿòñÿ
îñíîâíûå ïàðàìåòðû áåòà-ðàñïðåäåëåíèÿ è äàþòñÿ ôîðìóëû óñëîâíûõ è áåçóñëîâ-
íûõ ôóíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ âçàèìíî êîððåëÿöèîííûõ ðÿäîâ. Îïèñûâàåòñÿ óñëîâíîå
ðàñïðåäåëåíèå ìåæäó îáåñïå÷åííîñòÿìè ãîäîâûõ îáúåìîâ ñòîêà.

Ñòîõàñòè÷åñêàÿ ìîäåëü ñòîêà, ëèíåéíàÿ êîððåëÿöèÿ, âçàèìíî êîððåëÿöèîííûå
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, êîìïåíñèðîâàííîå ðåãóëèðîâàíèå ñòîêà, òåððèòîðèàëüíîå
ïåðåðàñïðåäåëåíèå ñòîêà, áåòà-ðàñïðåäåëåíèå.

There is considered a usage of beta-distribution for description of fluctuations
regularities of mutual correlated annual values of flow sequences. The conditional
distribution between flow probabilities of annual volumes is described.

Flow stochastic model, linear correlation, mutual correlated sequences, flow
compensated regulation, flow territorial redistribution, beta-distribution.

Ñòîõàñòè÷åñêèå ìîäåëè èìåþò áîëü-
øîå çíà÷åíèå ñ òî÷êè çðåíèÿ íàäåæíîñ-
òè ðåçóëüòàòîâ âîäîõîçÿéñòâåííûõ ðàñ-
÷åòîâ. Íåîáõîäèìîñòü èñïîëüçîâàíèÿ
èñêóññòâåííûõ ãèäðîëîãè÷åñêèõ ðÿäîâ
îáóñëîâëåíà íåäîñòàòî÷íîñòüþ äàííûõ

íàáëþäåíèé, èõ ðåïðåçåíòàòèâíîñòüþ,
âûñîêîé ñòåïåíüþ àíòðîïîãåííîãî èñ-
êàæåíèÿ, íå ïîääàþùåãîñÿ äîñòîâåðíîé
ðåòðàíñôîðìàöèè, à òàêæå íàëè÷èåì íå-
ñêîëüêèõ àñèíõðîííûõ âîäîòîêîâ â ñî-
ñòàâå âîäîõîçÿéñòâåííîé ñèñòåìû [1].
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Ïðè ïðîåêòèðîâàíèè ñëîæíûõ âîäî-
õîçÿéñòâåííûõ ñèñòåì îñîáåííî çíà÷èìû-
ìè ñòàíîâÿòñÿ âåðîÿòíîñòíûå ñâÿçè
ìåæäó ñòîêàìè ðàçëè÷íûõ òåððèòîðè-
àëüíûõ çîí. Êîìïåíñèðîâàííîå ðåãó-
ëèðîâàíèå ñòîêà, â îñîáåííîñòè åãî òåð-
ðèòîðèàëüíîå ïåðåðàñïðåäåëåíèå,
ïðàêòè÷åñêè âñåãäà ñâÿçàíî ñ ñîâìåñò-
íîé îöåíêîé âîäíûõ ðåñóðñîâ ñ ó÷åòîì
èõ àñèíõðîííîñòè [2, 3].

Ñòîõàñòè÷åñêèå ìîäåëè ñòîêà
ðàçðàáàòûâàëèñü ìíîãèìè èññëåäîâàòå-
ëÿìè [4–8]. Ðàçíèöà ïîäõîäîâ çàêëþ-
÷àëàñü â âûáîðå òèïà ôóíêöèè áåçóñ-
ëîâíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ, à òàêæå
àâòîêîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè äëÿ ìî-
äåëèðîâàíèÿ ñîâîêóïíîñòåé ñ ïðèíÿ-
òûì øàãîì äèñêðåòíîñòè âî âðåìåíè.
Îñòàíàâëèâàÿñü íà âåðîÿòíîñòíîé ìî-
äåëè ãîäîâîãî ñòîêà, ìîæíî îòìåòèòü
íåñêîëüêî âàðèàíòîâ, ïðåäëîæåííûõ â
ñâîå âðåìÿ àâòîðèòåòíûìè ó÷åíûìè. Â
[6] àíàëèçèðóåòñÿ ïÿòü ìîäåëåé, â îñ-
íîâå êîòîðûõ çàëîæåíà àâòîêîððåëÿöè-
îííàÿ ôóíêöèÿ â âèäå àâòîðåãðåññèè
ïåðâîãî ïîðÿäêà ìåæäó âåëè÷èíàìè
ñòîêà, ëèáî èõ íîðìàëèçàöèÿìè, ëèáî
ìåæäó îáåñïå÷åííîñòÿìè (âåðîÿòíîñòÿ-
ìè ïðåâûøåíèÿ) ãîäîâîãî ñòîêà. Ïîñ-
ëåäíÿÿ èç íàçâàííûõ ìîäèôèêàöèé
ìàðêîâñêîãî ïðîöåññà (È. Î. Ñàðìàíîâ,
Ä. ß. Ðàòêîâè÷) ïðåäóñìàòðèâàåò ëè-
íåéíóþ êîððåëÿöèþ ìåæäó îáåñïå÷åí-
íîñòÿìè P

i
, P

i + 1
 ñòîêà ñìåæíûõ ëåò ñ

ïîñëåäóþùèì ïåðåõîäîì ê âåëè÷èíàì
ñòîêà S

i
, S

i + 1 
ïîñðåäñòâîì òðåõïàðàìåò-

ðè÷åñêîãî ãàììà-ðàñïðåäåëåíèÿ:

  (1)

ãäå  – ñðåäíåìíîãîëåòíèé ñòîê; C
V
 – êîýô-

ôèöèåíò âàðèàöèè ãîäîâîãî ñòîêà; C
s
 –  êîýô-

ôèöèåíò àñèììåòðèè; r
a
 – êîýôôèöèåíò êîð-

ðåëÿöèè ìåæäó îáåñïå÷åííîñòÿìè P
i
 è P

i + 1
; δ

i
, δ

i + 1
 –

ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííûå ñëó÷àéíûå âåëè÷è-
íû

Äâóìåðíàÿ ïëîòíîñòü ñîâìåñòíîãî
ðàñïðåäåëåíèÿ äâóõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí
P

i
 è P

i + 1
 àïïðîêñèìèðóåòñÿ áåñêîíå÷-

íûì ñòåïåííûì ðÿäîì äâóõ ïåðåìåí-
íûõ [6, 7], ïðè÷åì ïðè r < 0,5 äîñòàòî÷-
íàÿ òî÷íîñòü ðàñ÷åòà äîñòèãàåòñÿ íà

ïÿòè ïåðâûõ ÷ëåíàõ ðàçëîæåíèÿ. Äàí-
íîå îáñòîÿòåëüñòâî ïîçâîëÿåò ìîäåëè-
ðîâàòü ãèäðîëîãè÷åñêèå ðÿäû ëþáîé
ïðîäîëæèòåëüíîñòè ñ êîýôôèöèåíòîì
àâòîêîððåëÿöèè â ïðåäåëàõ îò 0 äî 0,5.
Ñ òî÷êè çðåíèÿ èíæåíåðíîãî îïûòà
óêàçàííûé óðîâåíü îãðàíè÷åíèé ÿâëÿ-
åòñÿ äîñòàòî÷íî ïðèåìëåìûì äëÿ ó÷åòà
àâòîêîððåëÿöèè, íî íåäîñòàòî÷íûì äëÿ
ìîäåëèðîâàíèÿ âçàèìîçàâèñèìûõ ðÿäîâ.

Ïðèåìû ïðàêòè÷åñêîãî ìîäåëèðî-
âàíèÿ âçàèìíî êîððåëÿöèîííûõ ïîñ-
ëåäîâàòåëüíîñòåé, èìåþùèõ òðåõïàðà-
ìåòðè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå â êà÷åñòâå
áåçóñëîâíîãî, èçëîæåíû â ðàáîòàõ
[9, 10], ãäå ìåòîäèêà ìîäåëèðîâàíèÿ
äâóõ ñëó÷àéíûõ ãàììà-ðàñïðåäåëåí-
íûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé îáîáùåíà â
ðàáîòå äëÿ ëþáîãî êîíå÷íîãî ÷èñëà êîð-
ðåëèðîâàííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí íà-
çâàííîãî ðàñïðåäåëåíèÿ.

Âñå ìåòîäû ñâîäÿòñÿ ê êîìïîçè-
öèè ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé íåçàâè-
ñèìûõ ñëó÷àéíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñ-
òåé – íîðìàëüíî ðàñïðåäåëåííûõ ëèáî
ãàììà-ðàñïðåäåëåííûõ. Ïðèìåíèòåëü-
íî ê îáîáùåííîìó âàðèàíòó ìåòîäèêè
[9] àâòîðàìè ñòàòüè ðàçðàáîòàíà êîìïüþ-
òåðíàÿ ïðîãðàììà, àëãîðèòì êîòîðîé
ñâîäèòñÿ ê ìîäåëèðîâàíèþ n íåçàâèñè-
ìûõ ñëó÷àéíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé
ïóòåì ðåàëèçàöèè ïðîãðàììíûõ îïåðà-
öèé (1). Ïàðàìåòðû ïîñëåäîâàòåëüíîñ-
òåé (òðè ïåðâûõ ìîìåíòà) íàõîäÿòñÿ
èç ðåøåíèÿ ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâ-
íåíèé, ÷òî ïîçâîëÿåò äàëåå ãåíåðèðî-
âàòü íåîáõîäèìûå ñîâîêóïíîñòè.

Êîìïîçèöèîííûé ìåòîä íå ïðèìå-
íèì ê ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííûì ñëó-
÷àéíûì ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿì (ò. å. îáåñ-
ïå÷åííîñòÿì), ïîñêîëüêó ðàâíîìåðíîå
ðàñïðåäåëåíèå îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå. Â
òî æå âðåìÿ èñïîëüçîâàíèå îáåñïå÷åí-
íîñòåé ïðèâëåêàòåëüíî äëÿ ãèäðîëîãî-
âîäîõîçÿéñòâåííûõ ðàñ÷åòîâ. Ïîýòîìó
ñ öåëüþ ðàñøèðåíèÿ îáëàñòè äåéñòâèé
ñ îáåñïå÷åííîñòÿìè àâòîðàìè ðàññìîò-
ðåíà âîçìîæíîñòü ïðèìåíåíèÿ äëÿ èõ
îïèñàíèÿ áåòà-ðàñïðåäåëåíèÿ.

Óðàâíåíèå ðåãðåññèè.     Ëèíåé-
íóþ ðåãðåññèþ ìåæäó ñëó÷àéíûìè
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çíà÷åíèÿìè îáåñïå÷åííîñòåé x è y õà-
ðàêòåðèçóþò òàáëèöà è ðèñ. 1. Óðàâíå-
íèå ðåãðåññèè èìååò ñëåäóþùèé âèä:

 (2)
ãäå  – óñëîâíîå ñðåäíåå ïðè òåêóùåì çíà÷å-
íèè, p.

îæèäàíèå áåçóñëîâíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ
ðàâíî 0,5, ñëåäîâàòåëüíî, α

0
 = β

0
. Äëÿ

ñîõðàíåíèÿ óíèìîäàëüíîãî î÷åðòàíèÿ
ãðàôèêà ïëîòíîñòè íåîáõîäèìî, ÷òîáû âû-
ïîëíÿëîñü óñëîâèå α

0
 = β

0
 > 1 (ðèñ. 2).

Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå óñëîâíîãîÌàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå óñëîâíîãîÌàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå óñëîâíîãîÌàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå óñëîâíîãîÌàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå óñëîâíîãî
ðàñïðåäåëåíèÿðàñïðåäåëåíèÿðàñïðåäåëåíèÿðàñïðåäåëåíèÿðàñïðåäåëåíèÿ

Óñëîâíûå ðàñïðåäåëåíèÿ äâóõ
êîððåëèðîâàííûõ, ðàâíîìåðíî ðàñïðå-
äåëåííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí óæå íå
ìîãóò îïèñûâàòüñÿ ðàâíîìåðíîé ïëîò-
íîñòüþ, ïîñêîëüêó ÿâëÿþòñÿ ñóùåñòâåí-
íîãî àñèììåòðè÷íûìè, ïðè÷åì âèä ôóíê-
öèè óñëîâíîé ïëîòíîñòè íå îïðåäåëåí.

Ðàññìîòðèì íåñêîëüêî èíîé ïîä-
õîä ê ìîäåëèðîâàíèþ âçàèìîçàâèñèìûõ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé îáåñïå÷åííîñòåé p
è q, ïåðåõîäÿ ê áîëåå ïðèâû÷íûì îáî-
çíà÷åíèÿì x è y. Ïðèíèìàÿ çà îñíîâó
áåòà-ðàñïðåäåëåíèå äëÿ îïèñàíèÿ áåçóñ-
ëîâíîé ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ f

0
(x)

êàæäîé èç îáåñïå÷åííîñòåé, ïîëó÷àåì:

 (3)

ãäå α
0
, β

0
 – ïàðàìåòðû áåòà-ôóíêöèè;

 (4)

Ïàðàìåòðû ðàñïðåäåëåíèÿ – ìà-
òåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå è äèñïåðñèÿ:

  (5)

Î÷åâèäíî, ÷òî ìàòåìàòè÷åñêîå

Ðèñ. 1. Ëèíåéíàÿ ðåãðåññèÿËèíåéíàÿ ðåãðåññèÿËèíåéíàÿ ðåãðåññèÿËèíåéíàÿ ðåãðåññèÿËèíåéíàÿ ðåãðåññèÿ
îáåñïå÷åííîñòåé îáåñïå÷åííîñòåé îáåñïå÷åííîñòåé îáåñïå÷åííîñòåé îáåñïå÷åííîñòåé q q q q q = l (= l (= l (= l (= l (ppppp)))))

Ðèñ. 2. Ïëîòíîñòü áåòà-ðàñïðåäåëåíèÿ ïðèÏëîòíîñòü áåòà-ðàñïðåäåëåíèÿ ïðèÏëîòíîñòü áåòà-ðàñïðåäåëåíèÿ ïðèÏëîòíîñòü áåòà-ðàñïðåäåëåíèÿ ïðèÏëîòíîñòü áåòà-ðàñïðåäåëåíèÿ ïðè
õàðàêòåðíûõ ñîîòíîøåíèÿõ ïàðàìåòðîâõàðàêòåðíûõ ñîîòíîøåíèÿõ ïàðàìåòðîâõàðàêòåðíûõ ñîîòíîøåíèÿõ ïàðàìåòðîâõàðàêòåðíûõ ñîîòíîøåíèÿõ ïàðàìåòðîâõàðàêòåðíûõ ñîîòíîøåíèÿõ ïàðàìåòðîâ
áåòà-ôóíêöèè (ìàòåðèàëû âèêèïåäèè)áåòà-ôóíêöèè (ìàòåðèàëû âèêèïåäèè)áåòà-ôóíêöèè (ìàòåðèàëû âèêèïåäèè)áåòà-ôóíêöèè (ìàòåðèàëû âèêèïåäèè)áåòà-ôóíêöèè (ìàòåðèàëû âèêèïåäèè)

Âûðàæåíèÿ (5) ñ ó÷åòîì ðàâåíñòâà
ïàðàìåòðîâ β-ôóíêöèè ïðèíèìàþò âèä:
m

0
 = 0,5;

 (6)

Îïðåäåëåíèå çíà÷åíèé α
0
 ïàðàìåòðîâ

âîçìîæíî òîëüêî â õîäå ýêñïåðèìåíòàëü-
íîé îöåíêè íàáëþäàåìûõ ãèäðîëîãè÷åñ-
êèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé áîëüøîé ïðîäîë-
æèòåëüíîñòè.

Äëÿ ïîèñêà ïàðàìåòðîâ (ïåðâûõ äâóõ
ìîìåíòîâ) óñëîâíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ  (7)
äîñòàòî÷íî ðåøèòü ñèñòåìó äâóõ óðàâíå-
íèé (8), èñïîëüçóÿ èçâåñòíûå ôîðìóëû
äëÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ è äèñïåð-
ñèè β-ðàñïðåäåëåíèÿ (äàëüíåéøèå âûê-
ëàäêè âåäåì â ïðèâû÷íûõ îáîçíà÷åíèÿõ
õ è y äëÿ îáåñïå÷åííîñòåé p è q):

 (7)

 (8)
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Âûðàæàÿ β èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ

 è ïîäñòàâëÿÿ âî âòîðîå,

ïîëó÷àåì ðåøåíèå ñèñòåìû:

 (9)

Óðàâíåíèÿ ïîçâîëÿþò íàéòè ïà-
ðàìåòðû óñëîâíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ïðè
çàäàííîì êîýôôèöèåíòå êîððåëÿöèè r,
âåëè÷èíå α

0
 è äîñòèãíóòîì çíà÷åíèè

îáåñïå÷åííîñòè p.
Ðàñïîëàãàÿ âûðàæåíèÿìè (3) è (7),

íåñëîæíî çàïèñàòü ôîðìóëó ñîâìåñòíîé
ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ f(x ,y) è ôóíê-
öèè ðàñïðåäåëåíèÿ F(x, y):

 (10)

Èñõîäíûì ïóíêòîì äëÿ ðåàëèçà-
öèè ðàññìîòðåííîãî ïîäõîäà ìîæíî ñ÷è-
òàòü îïðåäåëåíèå α

0
. Ïðè îáðàáîòêå íà-

áëþäàåìûõ ðÿäîâ, îïèðàÿñü íà ãèïîòåçó
î ãàììà-ðàñïðåäåëåíèè âåëè÷èí ãîäîâî-
ãî ñòîêà, ïðèõîäèì ê ðàâíîìåðíîé ïëîò-
íîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ îáåñïå÷åííîñòåé.
Ðàâíîìåðíàÿ ïëîòíîñòü ÿâëÿåòñÿ ÷àñò-
íûì ñëó÷àåì áåòà-ðàñïðåäåëåíèÿ ïðè α

0
 = 1.

Âïîëíå ëîãè÷íûì ìîæíî ñ÷èòàòü ïåðåõîä
îò áåçóñëîâíîãî ê óñëîâíîìó ðàñïðåäåëå-
íèþ ïóòåì ââåäåíèÿ äâóõ íîâûõ ïàðàìåò-
ðîâ α è β, ïðåâûøàþùèõ åäèíèöó. Â ýòîì
ñëó÷àå ôîðìóëû (10) óïðîùàþòñÿ:

 (11)

Ðåøåíèå (9), ãàðìîíè÷íîå ñ ìàòå-
ìàòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ, îêàçûâàåòñÿ
íåäîñòàòî÷íî êîððåêòíûì â ïðàêòè÷åñ-
êîì ïëàíå, ïîñêîëüêó ïðè âûñîêèõ êî-
ýôôèöèåíòàõ êîððåëÿöèè âûäåðæàòü
ôîðìó îäíîìîäàëüíîãî óñëîâíîãî ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ íåâîçìîæíî. Ïðåäñòàâëÿ-
åòñÿ öåëåñîîáðàçíûì ñòðîèòü êîððåëÿ-
öèþ ìåæäó ìîäàëüíûìè çíà÷åíèÿìè, à
íå ìåæäó ìàòåìàòè÷åñêèìè îæèäàíè-
ÿìè. Ìîäà áåçóñëîâíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ
ñîâïàäàåò ñ ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíè-
åì, à â óñëîâíîì ðàñïðåäåëåíèè ñòàíî-
âèòñÿ ïîíÿòíîé ñâÿçü ìîäàëüíîãî çíà-
÷åíèÿ ñ àñèììåòðèåé. Òîãäà ñèñòåìà
(8) ïðèíèìàåò ñëåäóþùèé âèä:

 (12)

Â ðåçóëüòàòå íåñëîæíûõ ïðåîáðà-
çîâàíèé ïîëó÷àåì ñèñòåìó óðàâíåíèé:

 

Ðåøåíèå êóáè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ
(15) ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü çíà÷åíèÿ
ïàðàìåòðîâ α- è β-ôóíêöèè óñëîâíîãî
ðàñïðåäåëåíèÿ â çàâèñèìîñòè îò êîýô-
ôèöèåíòà êîððåëÿöèè r è äîñòèãíóòîé
îáåñïå÷åííîñòè p. Íà ðèñ. 3 ïîêàçàíû
ýñêèçû ãðàôèêà ôóíêöèè ïëîòíîñòè
ïðè êðàåâûõ çíà÷åíèÿõ êîýôôèöèåíòà
êîððåëÿöèè (r = 0, r = 1, r = –1) è â
îáùåì ñëó÷àå (ðèñ. 4).
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