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Аннотация. Исследована возможность решения обратной задачи с помощью искусственных 
нейронных сетей. Для демонстрации подхода рассматривается пример, состоящий из аналитической 
модели переноса загрязняющих веществ из точечного источника в стационарном поле потока. 
Модель использовалась для моделирования поведения систем подземных вод при различных 
значениях коэффициента дисперсии. Далее набор контролируемых многослойных нейронных сетей 
прямого распространения обучали оценке, определению, подбору параметра, соответствующего 
заданным историям концентрации. Полученные результаты показали удовлетворительную 
точность оценок нейронной сети, что подтверждает устойчивость подхода к анализу данных 
в полевых экспериментах. При обучении четырех искусственных нейронных сетей контролируемого, 
многослойного и прямого типов установлено, что каждая из них специализировалась в широком 
диапазоне значений. Это привело к более точным прогнозам по сравнению со случаем обучения 
одной сети на всем диапазоне значений. Кроме того, в статье показана способность нейронной 
сети идентифицировать параметр дисперсии при заданной концентрации при влиянии «шума». 
В результате анализа топологий применяемых нейронных сетей установлено, что для обеспечения 
удовлетворительного уровня точности расчетов достаточным является наличие 10 скрытых узлов.
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Abstract. The paper investigates the possibility of solving the inverse problem using artificial neural 
networks. To demonstrate the approach, an example is considered consisting of an analytical model 
of the transfer of pollutants from a point source to a stationary flow field. The model was used to model 
the behavior of groundwater systems at different values of the dispersion coefficient. Next, a set of controlled 
multilayer neural networks of direct propagation was trained to evaluate, determine, and select a parameter 
corresponding to given concentration histories. The results obtained in the work showed satisfactory 
accuracy of neural network estimates, which confirms the stability of the approach to data analysis in field 
experiments. When training four artificial neural networks of a controlled, multilayer and direct type, it 
was found that each of them specialized in a wide range of values. This led to more accurate predictions 
compared to the case of training a single network over the entire range of values. In addition, the paper 
shows the ability of a neural network to identify the dispersion parameter at a given concentration under 
the influence of “noise”. An analysis of the topologies of the applied neural networks has established that 
the presence of 10 hidden nodes is sufficient to ensure a satisfactory level of calculation accuracy.
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Введение.  В последние годы математи-
ческие модели часто использовали для моде-
лирования систем подземных вод и анализа их 
поведения в различных физических сценариях. 
Множество применений было выполнено в обла-
сти управления ресурсами подземных вод [1], диф-
фузии морской воды [2], восстановления водонос-
ного горизонта [3], оценки эффективности храни-
лищ высокоактивных радиоактивных отходов [4]. 
В силу значительной инерциальной невозможно 
проводить реальные испытания или мониторинг, 
поэтому оценка должна основываться на примене-
нии прогнозных моделей. В целом эти физически 
обоснованные модели относятся к типу распреде-
ленных параметров, поскольку реакция системы 
водоносного горизонта определяется уравнениями 
в частных производных, которые описывают из-
менение концентрации вещества в зависимости 
от пространственных координат и времени. Эти 
уравнения учитывают различные процессы, про-
исходящие в системе: такие, как диффузия, адвек-
ция, дисперсия и химические реакции.

Уравнения в частных производных по-
зволяют моделировать динамику системы водо-
носного горизонта и предсказывать ее реакцию 
на различные воздействия. Они широко исполь-
зуются в гидрогеологии, экологии и других обла-
стях, где необходимо изучать процессы, происхо-
дящие в пористых средах.

Гидравлические параметры и параметры 
качества воды (вязкость и плотность воды, хи-
мический состав, наличие примесей), заложен-
ные в модели, не поддаются прямому измерению 
с физической точки зрения и должны оценивать-
ся на основе наблюдений гидравлического напора 
или массовой концентрации. Эта проблема опре-
деления параметров модели называется обрат-
ной задачей. Она имеет первостепенное значение 
в процессе моделирования, поскольку способность 
модели подземных вод прогнозировать поведение 
водоносного горизонта зависит от надежности 
и точности оценок указанных параметров. Это 
связано с тем, что модель подземных вод представ-
ляет собой сложную систему уравнений, описыва-
ющих физические, химические и биологические 
процессы, происходящие в водоносном горизонте.

В работе исследовалась возможность ре-
шения обратной задачи идентификации пара-
метров с помощью искусственных нейронных 
сетей (ИНС), представлено исследование потока 

подземных вод и переноса загрязняющих ве-
ществ из точечного источника в однородном 
изотропном водоносном горизонте в условиях на-
сыщения. В ходе исследований применялась про-
стая модель, поскольку цель работы заключается 
только в изучении потенциальной способности 
ИНС решать обратную задачу и получать оцен-
ки параметров, а не в фактическом применении 
этой методологии для решения данной задачи.

Материалы и методы исследований. В про-
цессе работы сети обучаются распознавать значе-
ния параметра модели с помощью наборов дан-
ных, приводящих к соответствующему распреде-
лению концентрации на выходе. После обучения 
свойства сети можно использовать для оценки 
значений параметров модели, соответствующих 
новым данным концентрации, представленных 
во время обучения, но все еще в пределах объема 
пространства входных переменных, охватывае-
мого во время обучения.

Результаты  и  их  обсуждение.  Разра-
ботка математической модели для описания эво-
люции системы подземных вод требует решения 
двух задач: прямой и обратной.

Прямая задача заключается в определении 
состояния системы подземных вод в определен-
ный момент при известных начальных услови-
ях и параметрах модели. Это позволяет оценить 
текущее состояние системы и спрогнозировать ее 
развитие в будущем.

Обратная задача заключается в определе-
нии параметров модели, которые наилучшим об-
разом соответствуют наблюдаемым данным о си-
стеме подземных вод. Это более сложная задача, 
требующая применения методов оптимизации 
и статистического анализа.

Решение обеих задач необходимо для соз-
дания точной и эффективной математической 
модели, которая сможет адекватно описывать 
эволюцию системы подземных вод и предсказы-
вать ее поведение в различных условиях.

Определение параметров водоносного го-
ризонта осуществлялось эмпирическим путем 
в предположении того, что водоносный горизонт 
является однородным и изотропным и существу-
ет решение уравнения диффузии в замкнутой 
форме для основного уравнения. Однако такие 
методы неприменимы в ситуациях, когда пара-
метры водоносного горизонта меняются в зависи-
мости от местоположения.

https://doi.org/10.26897/1997-6011-2024-4-
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В линейном приближении примером ме-
тодологий является метод наименьших квадра-
тов [5]. В нелинейном случае задача пока не по-
лучила строгого решения. Этот факт вынуждает 
применять неоптимальные решения, которые 
по сути являются локальными минимумами ана-
лизируемой функции.

Для решения обратной задачи идентифи-
кации параметров разработаны различные мето-
ды [6]. Нейман классифицировал эти методы как 
прямые и косвенные. Косвенный метод основан 
на критерии выходной ошибки, при котором суще-
ствующая оценка параметров итеративно улуч-
шается до тех пор, пока отклик модели не станет 
достаточно близким к измеренному выходному 
сигналу. Вычисленные выходные значения полу-
чаются из решения прямой задачи с помощью зна-
чений параметров, оцененных на каждой итера-
ции. Набор «наилучших подходящих» параметров 
можно найти путем решения задачи оптимизации. 
Однако если функция ошибок имеет более одного 
минимума в допустимом множестве решений, этот 
подход может привести к локальному, а не к гло-
бальному минимуму, как указывалось ранее.

Развитие методов обратного решения за-
труднено ввиду ряда присущих им трудностей. 
Это связано с тем, что обратная задача часто 
является некорректной и характеризуется неод-
нозначностью и нестабильностью идентифици-
руемых параметров. Неустойчивость обратного 
решения обусловлена ошибками наблюдаемых 
значений зависимых переменных, отражаю-
щихся в больших ошибках идентифицируемых 
параметров. Проблема уникальности связана 
с концепцией идентифицируемости, рассматри-
вающей вопрос о том, возможно ли вообще полу-
чить уникальное решение для неизвестных пара-
метров модели из собранных наблюдений.

Другая сложность, присущая обратной за-
даче, связана с тем, что количество и качество на-
блюдаемых данных зачастую недостаточны. Число 
наблюдений обязательно конечно и ограничено, 
тогда как пространственная область обычно непре-
рывна. Для неоднородного водоносного горизонта 
размерность параметра теоретически бесконечна. 
На практике пространственные переменные ап-
проксимируются конечно-разностной схемой или 
схемой конечных элементов. При этом водоносная 
система подразделяется на зоны, характеризую-
щиеся постоянными значениями параметров.

В нейронной сети прямого распростране-
ния сигнал обрабатывали напрямую от входного 
слоя к выходному. Каждый узел собирает выход-
ные значения, умноженные на соответствующие 
веса соединений, со всех узлов предыдущего 

уровня с помощью сигмоидальной функции 
f(x) = (1 + e–x)–1, и результат доставляется через 
все связи с узлами последующего слоя.

Значения весов соединений определяли 
посредством процедуры обучения. В работе ис-
пользовали обычный алгоритмом обратного рас-
пространения ошибки, следующий из общего ме-
тода градиентного спуска. Этот алгоритм состоит 
в многократном представлении набора данных 
ввода-вывода np и итеративной корректировке 
значений весов соединений так, чтобы миними-
зировать среднеквадратическую функцию ошиб-
ки отклонения выходного сигнала или функцию 
энергии D по всем шаблонам обучения и всем 
отсутствием выходных данных. D определяли 
следующим образом:

 
( )

= =

= -∑∑ 2
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где tpl и opl – истинные и предсказанные сетью значения l-го 
выходного узла для представленного p-го набора данных.

Алгоритм обратного распространения 
ошибки выполняет крутой спуск по поверхно-
сти в пространстве весов, высота которого в лю-
бой точке равна соответствующему значению 
функции ошибок. Точнее на n-й итерации вес wij 
каждого соединения обновляется в соответствии 
с процедурой релаксации:
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где a и h – коэффициенты обучения и импульса соответ-
ственно. Первый член в правой части уравнения называется 
градиентным членом и следует из обычного метода наиско-
рейшего спуска. Второй член – момент импульса – вводит 
своего рода эффект гистерезиса: в весовом пространстве, где 
поверхность ошибок D сильно искривлена, градиентный 
член велик и могут возникнуть колебания значений wij. Им-
пульс добавляет своего рода память, позволяющую избежать 
или уменьшить резкие изменения весов:

 →∞
=lim ( , ) 0

r
C r t , > 0t ;  (3)

 

∞

πϑ =∫ 2

0

4 Cr dr M , ≥ 0t , (4)

где ϑ – объемная доля жидкости, совпадающая с пористостью 
n, поскольку для простоты мы предполагаем, что поле течения 
является насыщенным. Это означает, что жидкость запол-
няет все пространство, в котором она может находиться, и ее 
движение определяется исключительно внешними силами – 
такими, как градиент давления или сила тяжести. В таком 
случае можно использовать упрощенные модели и методы 
расчета, которые позволяют получить достаточно точные 
результаты без учета сложных процессов, происходящих 
в жидкости. Однако стоит отметить, что в реальных условиях 
поле течения редко бывает полностью насыщенным. Обычно 
в жидкости присутствуют пузырьки воздуха или другие при-
меси, которые могут влиять на ее свойства и поведение.
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Уравнение (4) представляет собой прин-
цип сохранения массы, утверждающий, что сум-
ма масс растворенного вещества во всей области 
в любой момент времени равна M. Применяя 
преобразование Больцмана и вводя соответству-
ющие безразмерные переменные, можно пре-
образовать уравнение в частных производных 
в обыкновенное дифференциальное уравнение. 
Решая последнее с соответствующими преобразо-
ванными дополнительными условиями и затем 
преобразуя обратно к сферическим координа-
там, получим решение для поля концентрации 
на расстоянии r от начала координат в момент 
времени t:

 
( )

( )
ϑ  = - 

 π

2

3/2
/, exp

48
M rC r t

DrDt
 . (5)

На рисунке 1 показана зависимость r 
от C /M для заданных значений Dt и в случае не-
изменной пористости. С увеличением времени 
растворенное вещество постепенно распространя-
ется, и максимальная концентрация в источнике 
становится все меньше. Ввиду линейности урав-
нений, управляющих этим процессом, получен-
ное решение можно использовать для построения 
решений других задач, применяя принцип супер-
позиции. В общем аналитические решения задач 
адвекции-дисперсии могут иметь два основных 
применения. Прежде всего, поскольку аналити-
ческие решения обеспечивают точные решения 
проблем, их можно использовать в процессе ка-
либровки модели и проверки кода программного 
продукта для машинного обучения. Кроме того, 
аналитические решения могут использоваться 
для моделирования некоторых простых испы-
таний как в полевых, так и в лабораторных ус-
ловиях, для объяснения наблюдаемых данных 
и определения значений параметров, связанных 
с явлением дисперсии.

Благодаря этой процедуре обучения сеть 
может построить внутреннее представление 
отношений ввода/вывода, характеризующее 
исследуемую задачу. Успех обучения сильно 
зависит от нормализации данных и выбора па-
раметров обучения, а именно коэффициентов 
обучения и импульса. В данной работе каждую 
выборку данных передавали в интервале (0,2; 
0,8) с помощью аффинного отображения; коэф-
фициенты обучения и импульса были выбраны 
равными 0,7 и 0,8 соответственно. Более того, 
веса соединений инициализировали случайным 
образом в интервале (–0,3; 0,3). После заверше-
ния обучения окончательные веса соединений 
оставляли фиксированными и в сеть передава-
ли новые входные шаблоны, способные вызывать 

информацию, хранящуюся в весах соединений 
во время обучения, для получения соответствую-
щего вывода, согласованного с внутренним пред-
ставлением входных данных.

Нелинейность сигмоидальной функции 
в элементах обработки позволяет нейронной сети 
изучать произвольные нелинейные отображения. 
При этом каждый узел действует независимо 
от всех остальных, и его функционирование опи-
рается только на локальную информацию, пре-
доставляемую через соединения, то есть функци-
онирование одного узла не зависит от состояний 
тех других узлов, с которыми он не связан. Это 
обеспечивает эффективное распределенное пред-
ставление и параллельную обработку, а также 
внутреннюю отказоустойчивость и возможность 
обобщения.

Рассмотрим бесконечную, однородную 
и изотропную область, в которой поле потока 
стационарно, а масса растворенного вещества 
впрыскивается мгновенно в точку. Тогда общее 
гидродинамическое дисперсионное уравнение 
имеет вид:

 
∂ ∂ ∂ ∂ = + + ∂ ∂ ∂ ∂ 

2 2 2

2 2 2
C C C CD
t x y z

,  (6)

где С – концентрация растворенного вещества в точке (x, y, 
z) и времени t, а D – коэффициент молекулярной диффузии 
в пористой среде.

Несмотря на то, что поле течения стацио-
нарно, концентрация C(x, y, z, t) является функ-
цией времени. Если предположить, что точеч-
ный источник расположен в начале отсчетной 

Рис. 1. Серия зависимостей отношения 
от расстояния r при фиксированном 

произведении коэффициента 
молекулярной диффузии D на время t
Fig. 1. A series of dependencies of the ratio  
on the distance r with a fixed product 
of the molecular diffusion coefficient D 

and the time t
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декартовой системы, то при переходе к сфери-
ческой системе координат (r, Θ, φ), с учетом того, 
что ∂C/∂Θ = 0 и ∂С/∂φ = 0, уравнение (6) можно 
переписать как

 ( )( )∂ ∂ ∂
=

∂ ∂ ∂
2

2
C D Cr
t r rr

 . (7)

Условия задачи задаются начальными 
и граничными условиями:

 ( ) =,0 0C r , > 0r . (8)
Способность сети идентифицировать па-

раметр дисперсии, соответствующий заданной 
концентрации, была исследована с точки зре-
ния простоты обработки зашумленных данных. 
Вопрос влияния шума на экспериментальные 
данные имеет большое значение в обратных 
задачах, поскольку флуктуации усиливаются 
в обратном процессе идентификации парамет-
ров или исходных условиях. В качестве приме-
ра были взяты значения D в диапазоне (1, 10), 
и все 18 входных данных случайным образом 
варьировались путем добавления гауссового 
белого шума с относительным стандартным от-
клонением в диапазоне от нескольких процен-
тов до 0,1 [7, 8].

На рисунке 2 представлены относительные 
ошибки, допущенные сетью при прогнозирова-
нии значений параметра распределения для 500 
зашумленных историй концентрации.

На графике наблюдается удовлетвори-
тельная точность оценок сети, что подтверждает 

устойчивость подхода к зашумленным данным, 
встречающимся в полевых экспериментах. Ана-
литическую модель, представленную выше, ис-
пользовали для моделирования наблюдений 
поля концентрации в водоносном горизонте для 
различных значений параметра дисперсии.

Полученные концентрации были исполь-
зованы для обучения нейронных сетей решению 
обратной задачи идентификации параметров. 
Для нашего исследования, касающегося точечно-
го источника в поле стационарного потока, для 
параметра D рассматривали диапазон значе-
ний [0,1; 500]. Четыре искусственные нейронные 
сети контролируемого, многослойного, прямого 
типа были обучены с помощью метода ошибок, 
для определения значений параметра, создаю-
щего заданную историю концентрации. [9, 10]. 
Каждая сеть специализировалась на опреде-
ленном подинтервале общего диапазона. Точнее 
одна сеть была обучена на поддиапазоне [0,1; 1], 
одна – на [1, 10], одна – на [10, 100], последняя – 
на поддиапазоне [100, 500]. Специализация обу-
чения сетей привела к более точным прогнозам 
по сравнению со случаем обучения одной сети 
на всем диапазоне значений.

В ходе обучения каждая сеть получи-
ла на вход 500 наборов данных, состоящих 
из 18 входов и одного соответствующего значения 
на выходе. При этом 18 входных данных были 
заданы значениями концентрации при r = 1, 2, 
3, 4, 5, 6 и t = 1, 2, 3 в соответствующих едини-
цах. Выходные данные состояли из значений 
коэффициента дисперсии D в соответствующем 
поддиапазоне. С учетом наблюдений оказалось, 
что подходящим для расчетов есть число из 10 
скрытых узлов. Время обучения на персональ-
ном компьютере на базе четырех ядерного про-
цессора Intel Core i5-2430M варьировалось от 27 
до 35 мин.

После завершения обучения свойства 
обобщения и предсказательная способность се-
тей были протестированы на четырех выборках 
из 500 новых шаблонов, ранее не использовав-
шихся на этапе обучения. Новый набор данных 
был передан в соответствующую нейронную сеть, 
что было определено в результате анализа пред-
варительной обработки значений входных дан-
ных, позволяющих определить домен, которому 
принадлежит набор данных.

Выводы
На основании полученных результатов 

можно утверждать, что новый подход к реше-
нию обратной задачи идентификации пара-
метров в моделях подземных вод, основанный 

Рис. 2. Относительные ошибки  
нейронной сети в предсказании  
параметра дисперсии 1 < D < 10  

в случае зашумленных паттернов.  
По оси абсцисс отображается  

номер набора данных
Fig. 2. Relative errors of the neural network 
in predicting the dispersion parameter 
of 1 < D < 10 in the case of noisy patterns.  

The abscissa axis displays the dataset number
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на применении искусственных нейронных се-
тей, показывает удовлетворительную точность 
оценок сети. Это подтверждает устойчивость 
подхода к анализу данных в полевых экспе-
риментах.

В исследованиях показана также способ-
ность сети идентифицировать параметр дис-
персии, соответствующий заданной концентра-
ции, на предмет влияния «шума» на данные. 
В результате обучения четырех искусственных 
нейронных сетей контролируемого, многослой-
ного и прямого типов показано, что каждая сеть 
специализировалась в широком диапазоне зна-
чений, и это привело к более точным прогнозам 
по сравнению со случаем обучения одной сети 
на всем диапазоне значений.

Анализ топологий применяемых сетей по-
казал, что для обеспечения удовлетворительного 

уровня точности расчетов достаточным является 
наличие 10 скрытых узлов.

Таким образом, подход применения ис-
кусственных нейронных сетей подтвердил спо-
собность идентифицировать неизвестные пара-
метры с хорошей точностью даже при наличии 
значительного шума в данных.

В настоящее время изучается также воз-
можность применения неконтролируемых само-
организующихся искусственных нейронных се-
тей для выполнения предварительной обработки 
данных и связанной с этим идентификации до-
мена новых входящих наборов данных, которые 
затем передаются в правильные контролируемые 
многоуровневые структуры нейронных сетей пря-
мого распространения, обученных методом обрат-
ного распространения ошибки для фактической 
оценки параметров.
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