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Ïîñòðîåíà ëèíåéíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû, ñîñòîÿùåé èç ñîñðå-
äîòî÷åííîé ìàññû, îïèðàþùåéñÿ íà ïðóæèíó, êîòîðàÿ ñâÿçàíà ñ êîëåñîì, ïåðåìåùàþùèìñÿ
ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ ïî ðåëüñó, ðàñïîëîæåííîìó íà âÿçêîóïðóãîì îñíîâàíèè.

In the linear approximation there has been built a dynamic model of the mechanical model
consisting of the localized spring-supported mass, the spring is connected with the wheel moving
at a constant speed on the rail located on the viscous and elastic basis.

Ðàçâèòèå ñîâðåìåííîãî íàó÷íî-òåõíè-
÷åñêîãî ïðîãðåññà íåìûñëèìî áåç èíòåí-
ñèôèêàöèè ðàáîòû âñåãî íàðîäíî-õîçÿé-
ñòâåííîãî êîìïëåêñà ñòðàíû. Êëþ÷îì ê
ðàçðåøåíèþ ýòîé ïðîáëåìû ÿâëÿåòñÿ èí-
òåíñèôèêàöèÿ ðàáîòû âñåõ îòðàñëåé íàðîä-
íîãî õîçÿéñòâà íà îñíîâå íàó÷íûõ èññëå-
äîâàíèé è ðàçðàáîòîê ïî ïðèîðèòåòíûì
íàïðàâëåíèÿì ðàçâèòèÿ íàó÷íî-òåõíè÷åñ-
êîãî êîìïëåêñà Ðîññèè.

Îäíèì èç ïðèîðèòåòíûõ íàïðàâëåíèé
ÿâëÿåòñÿ æåëåçíîäîðîæíûé òðàíñïîðò. Â
ïåðâóþ î÷åðåäü ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî â íà-
ñòîÿùåå âðåìÿ çíà÷èòåëüíî âîçðàñòàþò ñêî-
ðîñòè ïîäâèæíîãî ñîñòàâà (ñðåäíÿÿ ñêîðîñòü
ïîåçäà íà òðàññå Ìîñêâà — Ñàíêò-Ïåòåðáóðã
äîñòèãàåò 200…250 êì/÷, à ðåêîðäíûå ñêî-
ðîñòè çà ðóáåæîì — 500 êì/÷). Ïðè òàêèõ

ðåæèìàõ äâèæåíèÿ âîçíèêàåò ðÿä ïðîáëåì,
äëÿ ðàçðåøåíèÿ êîòîðûõ íåîáõîäèìî èñ-
ïîëüçîâàòü êîìïëåêñíûé ïîäõîä. Çíà÷èòåëü-
íîå äèíàìè÷åñêîå âîçäåéñòâèå íà ýëåìåíòû
æåëåçíîäîðîæíîãî ïóòè, áîëüøîé èçíîñ ðåëü-
ñîâ è âàãîííûõ êîëåñ, óìåíüøåíèå ïðî÷íîñò-
íûõ ñâîéñòâ ìåòàëëà — âñå ýòî â áîëüøîé
ñòåïåíè ñêàçûâàåòñÿ íà èíòåíñèôèêàöèè ðà-
áîòû æåëåçíîäîðîæíîãî òðàíñïîðòà, ñëåä-
ñòâèåì ÷åãî ÿâëÿåòñÿ øóìîâîå çàãðÿçíåíèå
ñðåäû îáèòàíèÿ ÷åëîâåêà.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïîñòðîåíà ëè-
íåéíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü, ïîçâîëÿ-
þùàÿ äàòü îòâåò õîòÿ áû íà íåêîòîðûå
âîçíèêàþùèå âîïðîñû, íå îòáðàñûâàÿ a
priori è äðóãèõ âîçìîæíûõ ïîäõîäîâ.

Öåëåñîîáðàçíî ïîä÷åðêíóòü, ÷òî çà ïîñ-
ëåäíèå 30–40 ëåò â íàøåé ñòðàíå è çà ðóáå-
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æîì â ýòîé îáëàñòè âûïîëíåí è îïóáëèêîâàí
ðÿä ñåðüåçíûõ íàó÷íûõ ðàáîò. Òàê, â ðàáîòå
[1] ðåøåíà ïëîñêàÿ äâóìåðíàÿ çàäà÷à äèíà-
ìè÷åñêîé òåîðèè óïðóãîñòè î ðàñïðîñòðàíå-
íèè ïëîñêèõ óïðóãèõ âîëí, âûçâàííûõ äâè-
æåíèåì âäîëü ãðàíèö èñòî÷íèêà íîðìàëüíîãî
äàâëåíèÿ. Óñòàíîâèâøèåñÿ êîëåáàíèÿ â óï-
ðóãîé ñëîèñòîé ñèñòåìå, îáóñëîâëåííûå äåé-
ñòâèåì ïîäâèæíûõ íàãðóçîê, ðàññìîòðåíû â
[2]. Çàäà÷à î ïîäâèæíîé íàãðóçêå íà óïðóãóþ
áàëêó, ïðèêðåïëåííóþ ê óïðóãîìó îñíîâàíèþ,
ðåøåíà â ðàáîòå [3]. Â ìîíîãðàôèè [4] ñîäåð-
æèòñÿ ðåøåíèå ïðîáëåìû ãîðèçîíòàëüíîãî
äâèæåíèÿ ïîäðåññîðåííîé òî÷å÷íîé ìàññû ñ
ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ ïî íåðîâíîìó ïðîôè-
ëþ ñèíóñîèäàëüíîãî î÷åðòàíèÿ. Ãåîìåòðè÷åñ-
êèé ïðîôèëü (íàïðàâëÿþùàÿ) íå èçìåíÿåòñÿ
âî âðåìåíè. Îïðåäåëåíî íàèáîëüøåå äîïóñòè-
ìîå çíà÷åíèå æåñòêîñòè ïðóæèííîé ïîäâåñ-
êè (ïðè îãðàíè÷åíèè íà àìïëèòóäó êîëåáà-
íèé îñöèëëÿòîðà).

Ðàññìîòðèì ãîðèçîíòàëüíîå äâèæå-
íèå ïîäðåññîðåííîé ìàññû íà ïðóæèíå,
îäèí êîíåö êîòîðîé ïðèêðåïëåí ê êîëåñó,
êîòîðîå ïåðåêàòûâàåòñÿ ïî âèáðèðóþùå-
ìó îñíîâàíèþ (ðåëüñó), êàê ïî íàïðàâëÿþ-
ùåé. Ðåëüñ ïîêîèòñÿ íà àìîðòèçèðóþùåì
âÿçêîóïðóãîì îñíîâàíèè, íèæíÿÿ ïëîñêàÿ
ãðàíèöà ïîñëåäíåãî àáñîëþòíî òâåðäàÿ è
íåïîäâèæíàÿ (ðèñóíîê).

Êèíåìàòè÷åñêîå âçàèìîäåéñòâèå ìåæ-
äó ðàçëè÷íûìè ýëåìåíòàìè ìåõàíè÷åñêîé
ñèñòåìû òàêîâî. Îñöèëëÿòîð 1 — òî÷å÷íàÿ
ìàññà, äâèæóùàÿñÿ â ãîðèçîíòàëüíîì íà-
ïðàâëåíèè ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ v = const.
Ýòà ìàññà ÷åðåç ïðóæèíó ñ êîëåñîì ïðèâî-
äèò åãî â äâèæåíèå ïî âèáðèðóþùåìó ðåëü-
ñó ïî ïîäâèæíîìó îñíîâàíèþ. Êîëåñî íàõî-
äèòñÿ â íåîòðûâíîì êîíòàêòå ñ ðåëüñîì â
òî÷êå K. Ïîïåðå÷íûå êîëåáàíèÿ ðåëüñà ïðè-
âîäÿò â äâèæåíèå ñèñòåìó âÿçêîóïðóãîé

àìîðòèçàöèè 5. Ðåëüñ ìîäåëèðóåòñÿ óïðóãîé
áàëêîé ñ ïîñòîÿííîé ïëîùàäüþ ïîïåðå÷íî-
ãî ñå÷åíèÿ è èìååò áîëüøóþ ïðîòÿæåííîñòü.
Îáîä êîëåñà 3 íàõîäèòñÿ â êîíòàêòå ñ ðåëü-
ñîì òîëüêî â îäíîé òî÷êå — K.

Äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ïîïå-
ðå÷íûõ êîëåáàíèé ðåëüñà ìîæíî îïèñàòü
ìîäåëüþ Ëÿâà–Êèðõãîôà (ïðåíåáðåãàÿ
èíåðöèåé âðàùåíèÿ ýëåìåíòîâ):

 (1)

(⏐x⏐ < 0),
ãäå ρ — ïëîòíîñòü ìàòåðèàëà ðåëüñà; À — ïëî-
ùàäü ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ; Å — ìîäóëü óïðóãîñ-
òè ìàòåðèàëà; J — ìîìåíò èíåðöèè ïîïåðå÷íîãî
ñå÷åíèÿ ðåëüñà; w(x, t) — ïðîãèá; k

1
 — êîýôôèöè-

åíò óïðóãîãî îòïîðà àìîðòèçàöèè; k
2
 — êîýôôèöè-

åíò âÿçêîãî ñîïðîòèâëåíèÿ àìîðòèçàòîðà; x — ïðî-
äîëüíàÿ êîîðäèíàòà (àáñöèññà); y — îðäèíàòà
ïðîãèáà ðåëüñà, ðàâíàÿ îñàäêå îñíîâàíèÿ.

Äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå êîëåáà-
òåëüíîãî äâèæåíèÿ îñöèëëÿòîðà m íà óï-
ðóãîé (æåñòêîñòè Ñ) ïðóæèíå, çàêðåïëåííîé
íèæíèì êîíöîì íà ñìåùàåìîì íà âåëè-
÷èíó y(t) îñíîâàíèè, èìååò ñëåäóþùèé âèä:

 (2)

Îãðàíè÷èìñÿ ñòàöèîíàðíûì ïðîöåñ-
ñîì, ïðåíåáðåãàÿ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè.
Â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî ââåñòè â ðàññìîòðå-
íèå ïîäâèæíóþ êîîðäèíàòó  x, íåïîñðåä-
ñòâåííî ñâÿçàííóþ ñ ðàâíîìåðíî äâèæó-
ùåéñÿ ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìîé.

Â ìåõàíèêå îäíèì èç ôóíäàìåíòàëü-
íûõ ÿâëÿåòñÿ ïðèíöèï îòíîñèòåëüíîñòè
Ãàëèëåÿ–Íüþòîíà. Ñóòü ýòîãî ïðèíöèïà ñî-
ñòîèò â óòâåðæäåíèè, ÷òî âñå ôèçè÷åñêèå çà-
êîíû è óðàâíåíèÿ äîëæíû áûòü îäèíàêî-
âûìè âî âñåõ èíåðöèàëüíûõ ñèñòåìàõ, ò.å.
â ðàâíîìåðíî è ïðÿìîëèíåéíî äâèæóùèõ-
ñÿ îòíîñèòåëüíî äðóã äðóãà ñèñòåìàõ îòñ÷å-
òà, è óäîâëåòâîðÿòü ñëåäóþùåìó ðàâåíñòâó:
ξ = x – vt.  (3)

Èñïîëüçóÿ èçâåñòíûå ïðàâèëà äèôôå-
ðåíöèðîâàíèÿ

 (4)

äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ÷åòâåðòîãî
ïîðÿäêà ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè
(1) ìîæíî ïðåäñòàâèòü òàê:

 (–∞ < ξ < ∞), (5)

Ñõåìà ìîäåëè:Ñõåìà ìîäåëè:Ñõåìà ìîäåëè:Ñõåìà ìîäåëè:Ñõåìà ìîäåëè: 1 — ïîäðåññîðíàÿ ìàññà, ïðåä-
ñòàâëÿþùàÿ ñîáîé ïîëîâèíó ìàññû âàãîíà, ñëî-
æåííîé ñ ìàññîé âàãîííîé òåëåæêè; 2 — óäëè-
íåíèå ïðóæèíû; 3 — êîëåñî; 4 — èçãèáàåìûé
ðåëüñ; 5 — âÿçêîóïðóãèé àìîðòèçàòîð (îáû÷-
íî ðåçèíà); h — òîëùèíà àìîðòèçàòîðà
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ãäå 

Îáîçíà÷èì êîðíè õàðàêòåðèñòè÷åñ-
êîãî óðàâíåíèÿ ÷åðåç λι,     i = 1, …, 4. Òîãäà
îáùåå åãî ðåøåíèå, âûðàæåííîå ÷åðåç ÷å-
òûðå ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå èíòåãðè-
ðîâàíèÿ, çàïèñûâàþò òàêèì îáðàçîì:

  (–∞ < ξ < ∞).  (6)

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïåðâûå äâà êîðíÿ
λ

1
 è λ

2
     èìåþò îòðèöàòåëüíóþ äåéñòâèòåëü-

íóþ ÷àñòü, à λ
3
 è λ

4
 — ïîëîæèòåëüíóþ. Òîã-

äà ïðîãèáû ðåëüñà ïðè ξ > 0 è ξ < 0 áóäóò
èìåòü ðàçëè÷íûå àíàëèòè÷åñêèå âûðàæåíèÿ:

Â íàøåì ñëó÷àå óðàâíåíèå (2) âûïîë-
íÿåò ðîëü êîíòàêòíîãî (ãðàíè÷íîãî) óñëîâèÿ,
â îäíîé òî÷êå ξ = 0 (x = vt) —     óñëîâèå íåî-
òðûâíîãî êîíòàêòà îáîäà êîëåñà ñ ðåëüñîì:

 (7)

Åãî ìîæíî ïåðåïèñàòü â òàêîé ýêâè-
âàëåíòíîé ôîðìå:

 (8)

Îáùåå ðåøåíèå ìîæíî çàïèñàòü òàê [1]:
y(ξ) = De–λξ + y*  (ξ > 0).

Îáùåå ðåøåíèå äëÿ æåëåçíîäîðîæíî-
ãî ðåëüñà è îñöèëëÿòîðà âûðàæåíî ÷åðåç
ïÿòü ïðîèçâîëüíûõ ïîñòîÿííûõ èíòåãðè-
ðîâàíèÿ, êîòîðûå íàõîäÿòñÿ èç ñëåäóþùèõ
óñëîâèé â òî÷êå ξ(x = vt) — óñëîâèé ñî-
ïðÿæåíèÿ ðåøåíèé íà ãðàíèöå x = vt:

 (ξ = 0).   (9)

Ïðèðàâíèâàÿ íóëþ ãëàâíûé îïðåäåëè-
òåëü ñèñòåìû óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî Ñ

i
 è

D, ïîëó÷àåì òðàíñöåíäåíòíîå óðàâíåíèå, êî-
òîðîå îïðåäåëÿåò äèñïåðñèîííûå ñâîéñòâà
ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû. Èç íåãî íàõîäèì ðå-
çîíàíñíûå ÷àñòîòû ω

1
, ω

2
, ω

3
, … è ðåçîíàíñ-

íûå ñêîðîñòè äâèæåíèÿ ñèñòåìû v
1
, v

2
, v

3
, …

Ñëåäîâàòåëüíî, ìîæíî íàéòè êèíåìàòè-
÷åñêèå ïàðàìåòðû ïåðåìåùåíèÿ, ñêîðîñòè è
óñêîðåíèÿ. Ñàìîñòîÿòåëüíûé èíòåðåñ ïðåäñòàâ-
ëÿåò âû÷èñëåíèå èçãèáàþùèõ ìîìåíòîâ è ïî-
ïåðå÷íûõ ñèë â ðàçëè÷íûõ ñå÷åíèÿõ ðåëüñà.

Åñëè êîðíè ω
1
, ω

2
, ω

3
, … — äåéñòâèòåëü-

íûå, òî ðåøåíèå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âîëíû ïî-

ñòîÿííîé àìïëèòóäû, êîòîðûå ðàññåèâàþò ýíåð-
ãèþ îò äâèæóùåéñÿ ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû.

Êðîìå êà÷åñòâåííîãî àíàëèçà, êðàé-
íå æåëàòåëüíî âûïîëíèòü è êîëè÷åñòâåí-
íûé àíàëèç ïîñòðîåííîãî ðåøåíèÿ.

Äëÿ òîãî ÷òîáû ïîäîáðàòü âÿçêîóïðóãèå
ñâîéñòâà k

1
 è k

2
 çâóêîïîãëîùàþùèõ ìàòåðèà-

ëîâ [5] è òîëùèíó h ïîãëîùàþùåãî ñëîÿ, ìîæ-
íî âîñïîëüçîâàòüñÿ ìîäèôèöèðîâàííîé çàâè-
ñèìîñòüþ äëÿ äàâëåíèÿ â âîçäóøíîé ñðåäå
ïðîåçæàþùåãî æåëåçíîäîðîæíîãî òðàíñïîðòà:

ãäå p — çâóêîâîå äàâëåíèå; f — ýìïèðè÷åñêèé
êîýôôèöèåíò; L — íåêîòîðûé õàðàêòåðíûé ðàç-
ìåð; ρ

0
 — ïëîòíîñòü âîçäóõà; u — íàáëþäàåìàÿ

êîëåáàòåëüíàÿ ñêîðîñòü âîçäóõà; r — ðàññòîÿ-
íèå îò íàáëþäàåìîé òî÷êè äî èñòî÷íèêà çâóêà.

Âåëè÷èíà êîëåáàòåëüíîé ñêîðîñòè
âîçäóõà êîððåëèðóåò ñ âÿçêîóïðóãèìè ñâîé-
ñòâàìè ðåçèíîâûõ ìàòåðèàëîâ k

1
 è k

2
, òîë-

ùèíîé h àìîðòèçàòîðà.
Äëÿ ïîñòðîåíèÿ çàìêíóòîé ìàòåìàòè÷åñ-

êîé ìîäåëè íåîáõîäèìî ðåøèòü çàäà÷ó î ñâÿ-
çè àêóñòèêè ñ äâèæåíèåì îñöèëëÿòîðà (1)…(9).

ÂûâîäÂûâîäÂûâîäÂûâîäÂûâîä
Àíàëèç çàâèñèìîñòè àìïëèòóäû çâó-

êîâîé âîëíû îò âÿçêîóïðóãèõ õàðàêòåðèñ-
òèê îñíîâàíèÿ ïîçâîëèò îïòèìèçèðîâàòü èõ
çíà÷åíèÿ, èñõîäÿ èç äîïóñòèìîãî óðîâíÿ øó-
ìîâîãî çàãðÿçíåíèÿ îêðóæàþùåé ñðåäû.
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êîóïðóãîå îñíîâàíèå, óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ, ìî-
äåëü Ëÿâà–Êèðõãîôà.
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