
осуществить установкой  на трубопроводе 
двух аэрационных клапанов на расстоя-
ниях 630 и 1020 м  от насосной  станции. 

Равномерное закрытие дисковых 
затворов диаметром  2800 мм, установ-
ленных на напорных линиях насосов за 
время не менее 90 с, не вызывает допол-
нительного повышения давления в напор-
ных трубопроводах.

Дополнение, сделанное для програм-
мы расчета переходных процессов мето-
дом  характеристик с различными шагами 
Δх и Δt, позволяет более точно делать рас-
четы для случаев отключения или пуска 
одного насоса из нескольких параллельно 
соединенных насосов и при резком
подъеме профиля напорного трубопровода в 
его начале, а также полностью модели-
ровать автоматическую работу напорных 
систем  водоподачи.
_______________
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ОПРЕДЕЛЕНИЕ УРАВНЕНИЯ КРАЙНЕЙ ЛИНИИ ТОКА
В ЗАДАЧЕ СВОБОДНОГО РАСТЕКАНИЯ
БУРНОГО ПОТЕНЦИАЛЬНОГО В СРЕДНЕМ ПЛАНОВОГО ПОТОКА
ЗА БЕЗНАПОРНОЙ ТРУБОЙ

В работе получено уравнение крайней линии тока бурного стационарного потока воды в 
физической плоскости. Поток рассматривается как потенциальный в среднем при свободном 
растекании в широком горизонтальном отводящем русле. Приводится сравнение полученной 
в работе крайней линий тока с модельной крайней линией тока для потенциального 
течения. Приведена формула определения расстояния до створа полного растекания потока.

Безнапорная прямоугольная труба,  широкое отводящее горизонтальное русло, 
бурный поток,  крайняя линия тока,  потенциальное течение,  свободное 
растекание потока.

In this paper we obtain an equation of the end current line of a rapid stationary wa-
ter flow in the physical plane.  The flow is considered as potential in average under free 
spreading in a wide horizontal discharge channel.  There is given a comparison of the end 
current line obtained in the work with the model current end line for a potential flow.  The 
formula is given for estimation of the distance to the site of full flow spreading.

Non-pressure rectangular pipe,  wide discharge horizontal channel,  rapid flow, 
extreme current line,  potential flow,  flow free spreading.
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Для решения задачи растекания 
бурного потенциального открытого пото-
ка использовали план, представленный  
на рис. 1 [1].

Рис. 1. План растекания потока: 0v  – 
скорость потока; 0h – глубина потока

Поток, выходя из прямоугольной  
трубы шириной  b  с параметрами 0v , 0h ,
входит в расширение. При этом, согласно 
интегралу Бернулли, для плановых по-
тенциальных потоков

,+ =
2

02

v
h H

g
				    (1)

где / ;= +H v g h2
0 0 02  −v  модуль местной  скоро-

сти жидких частиц на вертикали; −h  местная глу-

бина на вертикали к плану потока.

Поток свободно растекается до бес-
конечности, при этом  
 ; ,→ → =max 00 2h v v gH
угол направления вектора скорости q  
стремится к максимальному углу qèmax  
на бесконечности вдоль крайней  линии 
тока [2].

Задачу решали с использованием  
промежуточной  плоскости годографа ско-
рости, в которой  функциями являются: 
функция тока  ψ  и потенциальная функ-
ция j , а аргументами q  угол между на-
правлением  вектора скорости и осью ОХ; 
 τ /= −v gH2

02  квадрат скоростного коэф-
фициента.

В плоскости годографа скорости 
было получено следующее решение:
 

( ) ( )
θ θψ ψ τ;θ ;φ ,

τ τ τ
= = =

−
h

A A
H
0

1 11 2 1 2
0

sin cos

1
 

(2)

где  / ( θ ).=A v b1 0 max2sin
Между физической  плоскостью те-

чения потока и плоскостью годографа 

скорости установлена дифференциальная 
связь:
 

θφ ψ .
 

+ = + 
 

h
dx idy d i d e

h v
0 i1

	  (3)

Поскольку вдоль линии тока d ψ  
ø =d 0,  то из (3) следует система равенств:

 φ θ;

φ θ.

 =

 =

d
dx

v
d

dy
v

cos

sin

			
 (4)

Воспользуемся соотношением, спра-
ведливым  вдоль крайней  линии тока:

 θ θ
τ

= max1 2

sin
sin .		   (5)

Поскольку v = τô= 1 2
02v gH , то второе 

уравнение системы (4) преобразуем  к сле-
дующему виду:
 

max

0

sin
2

dy d
gH
θ= ϕ .			    (6)

Интегрируем  уравнение (6) от точки 
K  до текущей  точки M   на линии тока 
(см. рис. 1):
 

( ) ( )

θ

cos θ cos θ ,
τ τ τ τ

− = ⋅

  ⋅ − 
− −  

M

M K

M M K K

A hb
y

gH H
1 0 max

0 0

1 2 1 2

sin

2 2

1 1
	  (7)

где  τ ,θ −K K  значения параметров ,τ q в точке K; 
 τ ,θ −M M  значения параметров ,τ q  в точке М.

Найдя öd j  из (2), первое уравнение 
системы (4) перепишем:

 

( )
( ) ( )

θ
τ

τ θ θτ θ
τ ττ τ

h
= ⋅

 − ⋅ − 
−−  

A
dx

H gH

d d

1 0

1 2
0 0

2 1 23 2

cos

2

3 1 cos sin

12 1
.      (8)

Вдоль крайней  линии тока между 
параметрами потока наблюдается диффе-
ренциальная связь:
 τθ θ θ

τ
= 1cos sin
2

d
d .		   (9)

Учитывая равенства (5), (9) и основ-
ное тригонометрическое тождество, урав-
нение (8) преобразуем  к следующему виду:
 

( ) ( )
θτ τ

τ τ τ

h
= ⋅

 −⋅ − 
− −  

A
dx

H gH

d

1 0

0 0

2
max

2 22

2 2

2sin3 1

1 1
.
	  

(10)
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Интегрируя уравнение (10), полу-
чим  [3]:
 

( )

( )

τ
τ τ

τ θ
τ τ

τ τ θ .
τ τ τ τ

h  += − −
−− − +

−

+ −− + + − − 

M
M

M M

M

M M

K K

K K K K

A
õ

H gH
1 0

0 0

2
max

2
max

1

12 2

1 2 sin
ln

1

1 1 2 sin
ln

1 1
 (11)

Параметры  τ ,θK K  определяются из 
системы
 

( ) ( )

θ θ ;
τ
θ ,

τ τ τ τ

 =

 =
 − −

max1 2

1 2 1 2
0 0

sin
sin

cos 1

1 1

K

K

K

K K

 (12)

где  τ /= −v gH2
0 0 02  значение параметра τ на 

выходе потока из трубы.

Для решения системы (12) возведем  
в квадрат обе части первого уравнения 
системы и обе части второго уравнения. 
Выразив  θ2sin K ,  θ2cos K  и сложив 
их, получим  следующее кубическое 
уравнение относительно  τ ,θK K:  

 ( )τ τ τ− + − =K K KM M
2

1 21 0 ,	  (13)

где  ( ) ( )τ τ sin θ ; τ τ .= − = −M M
2 22

1 0 0 max 2 0 01 1
Искомым  решением  уравнения (13), 

согласно [3], является корень 
 

( )

τ 1

π .

= − − ⋅

 − − ⋅ + 
 − 

K M

M M

M

1

2 1

3

1

2 2
3

3 3

27 2 181
cos arccos

3 3 2 1 3

 (14)

Угол  θ2cos K  определяем  из первого 
уравнения системы (12):

 θ τ sinθ =  K K
1 2

maxarcsin .		   (15)
Учитывая, что

 θ τ sin θ= − 2
maxcos 1M M 		   (16)

и задавая в уравнении (7) произвольное 
значение >M

b
y

2 
b/2, получим  уравнение 

относительно τôM :
 ( )

( )

( )

θ
θ τ τ

τ sin θ
τ τ

g b
A h

−
+ =

−

−
=

−

M K

K K

M

M M

H y H0 0
1 2

1 0 max

2
max

1 2

2 2 cos

2 sin 1

1

1  
(17)

Возводя обе части уравнения (17) в 
квадрат, получим:
 ( )

( )

( )

cosθ
sinθ τ τ

τ sin θ .
τ τ

A h

 −
+ = 

−  
−=

−

M K

K K

M

M M

gH y b H
2

0 0
1 2

1 0 max

2
max
2

2 2

2 1

1

1
 

(18)

Уравнение (18) перепишем  так:
 ( )τ τ sin θ τ∗ ∗− + − =M M MM M

2 2
max 1 11 0 , (19)

где  

( )
( )

.
cos θ

sinθ τA h τ

=
 −

+ −  
M K

K K

M
gH y b H

1 2

0 0
1 2

1 0 max

1

2 2

2 1

Искомым  корнем  уравнения 
(19), согласно [3], является корень τôM , 
принадлежащий  интервалу  τ τ< <1K M :

 

( )

τ

πcos cos .

∗

∗ ∗

∗

= − − ⋅

 
− − ⋅ + 

 − 

M M

M M

M

1

2 1

3

1

2 2
1 3

3 3

27 2 181
arc

3 3 2 1 3
 

(20)

Угол 
 θ τ sin θ= − 2

maxcos 1M M определяем  аналогично 
углу  θ2cos K :
 θ sin τ sinθ =  

1 2
maxarcM M .		   (21)

Учитывая, что 
 ( ) πθ ,= + −max 1 3 1

2
C

		   
(22)

где 
 

( )
τ τ ,
τ τ
− −= − ⋅

− −
0 0

1
0 0

3 1 3 1
arctg 3 arctg

1 3 1
C

согласно выводам  в работе [5], получим, 
что по формулам  (14), (15), (20), (21) 
определяются следующие параметры:
 ( ) ( ) ( )τ τ τ ;θ θ τ ;τ τ , , ,τ , , .= = =K K K K M M Mb h v H y0 0 0 0 0 0  (23)

Подставляя далее правые части вы-
ражений  (23) в уравнение (11), получим  
зависимость
 ( ), , , ,h= 0 0ÔM Mx b v y

		
 (24)

так как  τ0 и  0H  зависят от ,0 0h v , т. е. выража-
ются через параметры потока на его выходе из 
трубы. При этом  τôM  в формуле (11) необходимо 
заменить, пользуясь представлением  (20). Опу-
ская индекс M  в (24), получим уравнение край-
ней  линии тока в форме обратной  зависимости:

( ), , , .h= 0 0Фx b v y 			    (25)
Задавая произвольные значения y , 

получим  соответствующие ему значения 
x вдоль крайней  линии тока.

Такая форма уравнения позволит 
проще решить задачу определения рассто-

.

¹ 5’ 201372

Гидравлика, гидрология, водные ресурсы



яния до створа набегания крайней  линии 
тока на боковую стенку отводящего русла, 
если задано расширение отводящего русла:
 
β .= B

b
		   (26)

Соответственно ордината точки 
набегания крайней  линии тока на боковую 
стенку и расстояние до створа полного 
растекания потока определяем  по формулам:
 ( )β ; .⋅= =Ô

2p p p

b
y l y 		   (27)

Легко определяется далее и средний  
угол растекания потока до набегания край-
ней  линии тока на боковую стенку русла:
 

γ ; γ γ ,−= =ñð
p

B b
l1 1tg 2
2

		   (28)

где  γ −ñð  угол растекания потока. 

Можно решить и задачу определе-
ния расширения потока при заданном  x. 

На рисунке 2 для сравнения приведены 
крайние линии тока по предлагаемой  моде-
ли и экспериментальные. Из графиков видно, 
что до расширения β = 5 относительное рас-
согласование в ординатах y  при совпадаю-
щих значениях абсцисс не превосходит 7 %.

Рис. 2. План свободного растекания бур-
ного потенциального потока за безнапор-
ными водопропускными трубами

Выводы
Решение этих практических задач 

очень значимо при проектировании во-
допропускных гидротехнических соору-
жений, в которых наблюдается свободное 
растекание бурного потока.
_______________
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