
Выявление закономерностей  дви-
жения фильтрационных потоков, возни-
кающих в области строительства
водохозяйственных гидроузлов, имеет большое 
значение для прогнозирования гидрогео-
логического режима прилегающей  терри-
тории и таких негативных явлений, как 
подтопление, заболачивание, вторичное 
засоление земель. На основе результатов 
фильтрационных исследований  оценива-
ют возможность возникновения в грунтах 
тела и основания гидротехнических соору-
жений  опасных суффозионных процессов, 
а также эффективность работы противо-
фильтрационных и дренажных устройств. 

В последние десятилетия наиболь-
шее развитие получили численные
методы расчета фильтрации, позволя-
ющие определять необходимые параметры
фильтрационных потоков с учетом  вли-
яния множества различных факторов. 
Однако с помощью таких методов трудно 
учитывать особенности гидроузлов в при-
нятой  области моделирования. Точность 
расчетов оценивают, как правило, путем  
сравнения с данными аналитических ре-
шений  тестовых задач. Тестовые задачи 
позволяют выявлять внутренние взаимо-

связи физических (используемых) параме-
тров и степень их влияния на конечные 
результаты. В практике проектирования 
водохозяйственных объектов нередко воз-
никает необходимость фильтрационных 
расчетов, связанных с использованием  
эллиптических интегралов первого и вто-
рого родов (рисунок): 

полных интегралов K(l ) = K; K'(λ') 
= K' и Е(λ) = Е; Е'(λ') = Е', определяемых 
при модуле интеграла l = sin α и дополни-
тельном  модуле  где α – моду-
лярный  угол;

неполных интегралов F( ) и E( ), 
зависящих от модуля l и комплексной  ам-
плитуды , где  и  – коор-
динаты комплексной  полуплоскости.

Рассматриваемые интегралы пред-
ставляют собой  трудоемкую задачу, свя-
занную с итерационными подсчетами по 
методам  понижающего преобразования 
Ландена, арифметико-геометрического 
среднего и др. [1]. На практике для это-
го используют специальные графики и 
таблицы, вычисления по которым  тре-
буют нелинейной  интерполяции данных 
по разным  направлениям. При этом  их 
область определения охватывает только 
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О РАЗВИТИИ АНАЛИТИЧЕСКИХ МЕТОДОВ
РАСЧЕТА ФИЛЬТРАЦИИ

Работа посвящена развитию аналитических методов расчета фильтрации в 
гидросооружениях.  Предложены упрощенные (до 1…2 %) зависимости для выражения 
эллиптических интегралов первого и второго рода элементарными функциями, 
что открывает новые возможности для решения усложненных задач фильтрации 
аналитическими методами.  Получена новая формула для определения длины эллипса.  
Приведен перечень задач,  в которых используются рассматриваемые эллиптические 
интегралы.

Аналитические методы расчета,  фильтрация,  противофильтрационные и 
дренажные устройства,  эллиптические интегралы,  суффозионные процессы.

This work is devoted to the development of analytical methods of filtration calcula-
tion in hydraulic structures. There are proposed simplified (up to 1…2 %) dependencies for 
the expression of elliptic integrals of the first and second genus by elementary functions 
that opens new possibilities for solution of complicated problems of filtration by analytical 
methods. The new formula is received for determination of the ellipse length. There is given 
a list of tasks where the considered elliptic integrals are used.

Analytical methods of calculation, filtration, antifiltration and drainage devices, el-
liptic integrals,  suffusion processes.



единичный  интервал вещественной  оси 
 φ≤ ≤0 1 (при  = 0) и не позволяет 
находить значения указанных интегра-
лов во всей  комплексной  полуплоскости 

. Изложенное ограничивает 

возможности выявления взаимосвязей  
физических параметров, используемых в 
рассматриваемых задачах, а также воз-
можности оценки их влияния на итого-
вые результаты решения.  
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Конформное отображение четырехугольника ABCD области  (φ, λ) = +Å Å iÅ1 2  на пер-
вый квадрант области : а – четырехугольник ABCD комплексной  области 
 (φ, λ) = +Å Å iÅ1 2 ; б – комплексная область = +1 2t t it  с вырезанной  эллиптической  
частью ABF; в, г – соответственно комплексные области  ζ ξ η= + i  и 

Для неполного эллиптического инте-
грала 1-го рода F( ) аналитическое реше-
ние для всей  комплексной  полуплоскости 

 получено автором  [2].
Для интеграла 2-го рода E( ) ана-

литическое решение получено по следую-
щему алгоритму.

В четырехугольнике АBCD, который  
отображается на область первого квадранта 
комплексной  амплитуды  непол-
ным  эллиптическим  интегралом  2-го рода
E( ), заданную область продолжим  по лини-
ям  DA и CB вниз до «бесконечности» (точка F) 
[3]. Полученный  треугольник FCD конформно 
отобразим  на комплексную область = +t t it1 2  
с помощью интеграла Кристоффеля–Шварца 
[4] следующей  функцией  (см. рисунок):

 
( )

π
 = − + +  
l

Å t t ih,
t

22 1
1 arcsin         (1)

где величины h и l определяются по формулам  

 ′ ′= −h K E  и l = E [3].

В результате указанного отображе-
ния горизонтальный  участок АВ получа-
ет очертание, близкое к эллиптическому, 
с полуосями на мнимой  и вещественной  
осях а и b, значения которых найдем  из 
условий  расположения точек А и В в об-
ластях E( )(ö,ë) = +Е Е iЕ1 2  и = +t t it1 2  в виде 
соотношений  (см. рисунок а):
 π( ) ;− ′ ′− = + +  

1 K E
a sh a

E
21

2
 π( ) .− ′ ′− = + −  

K E
b ch b

E
1 21

2     
  (2)

Область t = t
1
 + it

2
 с вырезанной  

четвертью эллипса ABF (линия АВ при-
нята эллиптической) конформно отобра-
зим  на область комплексной  амплитуды 

) с использованием  вспомога-
тельной  комплексной  области  ζ ξ η= + i  
функциями [5] (см. рисунок г, в):
 ( ) ζ ζ ( ) ;−  = + ⋅ + − + t a b b a a b1 2 2

 ζ φ( ).= +a b                                (3)
Подставив величины t и z из (3) в (1) 

с учетом  значений  h, l и разделив веще-
ственную и мнимую части, получим:
 ( )φ φ ,λ

π

( ) ,
π

+ = + =

 = + +  

  + − + −′ ′     

1 2 1 2

2
1

1

22
arcsin

2

2

E i E iE

ÀE
À

M

E M
i K E Â Àrch    (4)

где 
 ( ) ( )= + + + − +M À Â À Â

2 22 2
2 2 2 21 1  (если В

2
 = 

0, то при А
2 
> 1   М = 2 ≤ А

2
,
 
а при А

2
 ≤ 1 М = 2);

 

(5)

(при определении А
1
 и А

4
:  знаки при  φ ≥1 0; минус 

при j
1
 < 0).

Полученное решение позволяет
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выразить значения неполного эллиптического
интеграла 2-го рода E( ) элементар-
ными функциями не только на единич-
ном  интервале вещественной  оси, но и на 
всей  числовой  оси и верхней  комплекс-
ной  полуплоскости  в зависи-
мости от трех переменных, причем  для 
отрицательных значений   < 0 реше-
ние получается симметричным.

Для полного аналитического представ-
ления интеграла E( ) и упрощения вы-
числений  по формулам  (4) и (5) значения 
полных эллиптических интегралов первого 
и второго родов  , ′K K  и , ′Е Е  в (4) можно 
также находить (с погрешностью до 1…2 %) 
по известным  зависимостям  [2, 6]:

 

(6)

а для определения значений  полуосей  а и 
b использовать формулы, полученные из (2) 
и непосредственно зависящие от модуля l:
a = 0,667 [ ]( λ )λ −− − 1 0,71 1 ;

 ( λ )= ⋅ − −b 0,92 1 1 .                         (7)
Используя величину E для задан-

ных значений  горизонтальной  и вер-
тикальной  полуосей  (а  ≥  b) и модуля 
 λ / ,= − 2 21 b a  получим  также новую фор-
мулу для длины эллипса L

э
 в элементарных 

функциях (с погрешностью менее 1 %) [6]

 (8)

которая для частных случаев окружности 
(а = b) и пластины (b = 0) дает точные 
значения их длин, равные соответственно 
2πа и 4а.

Для единичного же интервала веще-
ственной  оси ( = 0;  φ≤ ≤10 1 ) значения 
неполного эллиптического интеграла 2-го 
рода  ( )φ / αÅ , выраженного через моду-
лярный  угол α = arcsin l, могут быть также 
определены по следующим  формулам  [6]:
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1
4 65
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90
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где E находится по зависимостям  (6).
Для частных случаев модулярного 

угла α = 0 и α =á = 90  формулы (9) и (10)
совпадают с точными значениями, 
соответственно равными  ( )φ / 0Å = j и 
 ( )φ / Å 90 = sinj [1, с. 407]

Сравнение значений  эллиптических 
интегралов, полученных по формулам  (4)…
(10), с базовыми данными показало прием-
лемое для практики  совпадение результа-
тов (до 1…2 %) [1, 3]. Предложенные
зависимости позволяют определять такие зна-
чения эллиптических интегралов, которые 
невозможно получить интерполяцией  та-
бличных данных. Например, значение E(l) 
при  λ /= 80 81 , подсчитанное по форму-
ле (6), согласуется с его точным  значением  
1,01910 (погрешность – 0,6 %) [1, с. 416]. 

Предлагаемая методика представле-
ния эллиптических интегралов комбинаци-
ей  элементарных функций  может
послужить основой  для дальнейшего 
развития фундаментальных приближенно-
гидромеханических методов расчета
фильтрации. Ниже приведены примеры
расчетных схем  фильтрационных потоков 
(безнапорных, полунапорных, напорных,
плановых) в гидросооружениях, распо-
ложенных на проницаемых основаниях
различной  мощности Т, решения которых 
выражаются через эллиптические интегра-
лы первого и второго родов:

фильтрация через однородные грунто-
вые плотины на непроницаемом  и проница-
емом  основаниях (Т ≤∞ ) с горизонтальным  
дренажем  или дренажной  призмой  [5, 7, 8]; 

фильтрация из водотоков к горизон-
тальному дренажу (Т=∞ ) [5, 8, 9];

фильтрация в вертикальную траншею 
при наличии в основании сильнопроница-
емого слоя грунта с напорным  потоком  [7];

фильтрация с затопленной  поверхно-
сти земли к вертикальной  или трубчатой  
дрене (Т<∞ ) [9];

полунапорная фильтрация под пло-
ским  флютбетом, в том  числе со шпунтом  
и дреной  (или без дрены) (Т<∞ ) [10];

фильтрация под флютбетами простых 
и сложных форм  при горизонтальном  или 
наклонном  залегании водоупора (Т ≤∞ ) [5, 
7, 8, 10–12, 15]; 

фильтрация под разными флютбетами 
со шпунтами различного расположения
(Т ≤∞ ) [7, 8, 10, 12, 13];

фильтрация под плоским  флютбетом  
с отверстиями (Т=∞ ) [13];  

плановая фильтрация к совершенному 

Гидравлика, гидрология, водные ресурсы



75

ПРИРОДООБУСТРОЙСТВО

¹ 1’ 2014

котловану эллиптической  формы [7];
профильная фильтрация из водотока 

полуэллиптического очертания [14] и др.
Заключение

При проектировании водохозяй-
ственных гидроузлов одной  из главных 
задач является правильное прогнозиро-
вание ожидаемого фильтрационного ре-
жима в самих гидросооружениях и на 
прилегающей  территории, а также выбор 
рациональных конструкций  их противо-
фильтрационных и дренажных устройств.

Хотя в наиболее полной  мере (для 
окончательно выбранных вариантов) эти 
задачи решаются численными метода-
ми моделирования, на предварительных 
стадиях проектирования определяющее 
значение имеют аналитические методы 
расчета фильтрации. Они же необходи-
мы и для оценки точности (тестирования) 
численных методов расчета. Следует от-
метить, что большое число фильтрацион-
ных задач решается через эллиптические 
интегралы с весьма трудоемкими вычис-
лениями. Указанное существенно сдер-
живает развитие аналитических методов 
исследования фильтрационных потоков, 
затрудняет выявление роли отдельных 
факторов в структуре общего решения 
для широкого круга задач различной  на-
правленности. 

Предложенные упрощенные (до 1…2 %)
расчетные зависимости по определению
эллиптических интегралов первого
и второго родов открывают широкие
возможности для совершенствования су-
ществующих и развития новых методов 
аналитических исследований  более слож-
ных задач фильтрационных потоков. При 
этом  области определения указанных ин-
тегралов впервые расширены от единич-
ного интервала вещественной  оси на всю 
числовую ось и верхнюю комплексную 
полуплоскость, для частных же случаев 
предложенные зависимости совпадают с 
точными значениями.
_______________
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