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В работе представлено решение уравнения стационарных нелинейных колебаний 
в нижнем бьефе гидротехнических сооружений. Рассмотрен пример решения 
колебательного режима течения воды в нижнем бьефе. В основе исследований 
находится система дифференциальных уравнений, описывающая нестационарный 
режим движения водного потока при сопряжении бьефов гидротехнических сооружений. 
Представлено определение структуры колебательного движения воды при сопряжении 
бьефов. Приведен анализ гипотез образования различных форм свободной поверхности 
потока, а также условий образования гидравлического прыжка в русле водного потока. 
Было установлено пять гипотез, определяющих потерю энергии водного потока 
в гидравлическом прыжке при сопряжении бьефов гидротехнических сооружений. 
По результатам анализа было установлено наличие колебательного процесса, 
образованного незамкнутым объемом массы воды. Приведен асимптотический метод 
при расчетах в области экстремальных параметров как наиболее эффективный. 
Дана оценка устойчивости решения дифференциального уравнения, описывающего 
стационарные нелинейные колебания в нижнем бьефе согласно теории А.М. Ляпунова. 
В основе теории, описывающей колебательный характер движения воды, лежит 
уравнение Бальтазара Ван дер Поля. Проведенный качественный анализ уравнения 
Ван дер Поля позволил определить фактор, оказывающий влияние на формирование 
колебательного движения водного потока. Полученные результаты позволяют 
получать достоверные инженерные решения по расчету параметров колебательного 
движения водного потока на основе асимптотических методов.

Колебательный режим течения воды, глубина потока, период колебания, 
сопряжения бьефов.

Введение. Системы, в которых на-
блюдается режим периодических колеба-
ний, относятся к динамическим системам. 
Колебательные процессы (режимы), возни-
кающие в динамических системах, образу-
ются из множества определенных началь-
ных условий в различных нелинейных не-
консервативных и автономных системах. 

Образование таких связанных параметров 
в неупорядоченной среде образует перколя-
цию. В соответствии с теорией перколяции 
важен момент перехода к колебательному 
процессу, который аналогичен фазовому 
переходу, само же явление определяет-
ся начальными условиями формирования 
водного потока. Важен первоначальный 
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момент, при котором образуется непрерыв-
ный поток, соединяющий состояния водно-
го потока, до образования нелинейности 
его движения с последующим измененным 
состоянием. В последующие моменты проис-
ходит развитие процесса образования нели-
нейности, который распространяется на всю 
поверхность водного потока. На основе тео-
рии перколяции имеется возможность при-
йти к пониманию образования физических 
колебательных процессов в водном потоке 
и влияющих на них факторов [1].

Целью работы является определе-
ние структуры решения уравнения, описы-
вающего колебательное движение водно-
го потока в зоне гидравлического прыжка 
асимптотическими методами.

Материалы и методы исследований. 
В результате рассмотрения множества на-
чальных условий течения воды в нижнем бье-
фе гидротехнических сооружений был уста-
новлен колебательный характер течения, 
а также определены его параметры. Коли-
чественная оценка этих параметров зависит 
от конструкции нижнего бьефа, его размеров. 
При этом начальные условия течения водного 
потока в пределах сооружения не влияют как 
на режим течения, так и на параметры коле-
бательного процесса. При схеме прыжкового 
сопряжения бьефов рассматривается воздей-
ствие различных внешних нагрузок – перио-
дическая внешняя сила и конструкция гаси-
теля энергии в нижнем бьефе.

Результаты исследований. Раз-
ные сочетания колебаний, возникающих 
в нижнем бьефе, описаны системой уравне-
ния стационарных нелинейных колебаний 
прыжкового сопряжения бьефов [2, 7].

Математическая модель динамиче-
ской системы имеет следующий вид:
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где: y”, y’, соответственно первая, вторая производные 
координаты динамической системы, у – актуальное 
значение координаты системы, h2 –вторая сопря-
женная глубина, h2– ее действующая величина, q1 – 
величина удельного расхода.

Параметры h2, h2, q1, определяем, когда 
модель системы находится в некотором мо-
менте времени t, далее производим вычис-
ление этих параметров в следующий момент 
времени t + Δt. Происходит формирование 
фазового пространства. Движение водного по-
тока как некоторой точки пространства, при-
водит к изменению фазового пространства, 
что определяет траекторию её движения.

Амплитуду колебания водного потока 
обозначим – А.

При t = 0 скорость y’ = 0, тогда:

(0)y A ' (0) 0y  ,

Решение производим методом малого па-
раметра [3, 4, 5, 6, 7], разложив по степеням μ:
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Общее решение, удовлетворяющее на-
чальным условиям, будет иметь вид:
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После проведения необходимых подста-
новок выражения (2) в уравнение (1), имеем:
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где 
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Произведя преобразования выраже-
ний, получим:
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После необходимых преобразований урав-
нения (3), получим общий вид его решения:

у1–2  A cos(t / 3)  
 μ (4 / 6 q1  √ 16 / 36q2

1 – 1 / 3)  
 μ2 (((1 – 12 ĥ2) (4 / 6 q1  √16 / 36q2

1 – 1 / 3)) / 
/ (2 / 3 q1  4 / 3 ĥ2 A sin(t / 3)  

 √ (2 / 3 q1  4 / 3 ĥ2 A sin(t / 3)) 2 – 1 / 3) (4)

где ĥ2 –сопряженная глубина водного потока 
в нижнем бьефе, h– действующее значение глубины, 
q – удельный расход, μ – (μ = 1 / ĥ2).

Выводы
Определен колебательный режим те-

чения водного потока в нижнем бьефе ГТС. 
Колебательный режим течения описывает-
ся системой дифференциальных уравнений 
второго порядка. Решение системы диф-
ференциальных уравнений осуществлено 
аналитическим методом малого параметра. 
Определены количественные параметры ко-
лебательного режима течения водного пото-
ка при сопряжении бьефов. Определено вли-
яние геометрических параметров конструк-
ции нижнего бьефа на параметры колеба-
тельного процесса движения водного потока.
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DYNAMIC SYSTEM OFPOOLS CONJUNCTION 
OF HYDRAULIC STRUCTURES

The paper presents a solution of the equation of stationary nonlinear oscillations 
in the downstream of hydraulic structures. There is considered an example of solving the oscillatory 
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regime of water fl ow in the downstream. The basis of the research is a system of differential equations 
that describes the non-stationary mode of water fl ow at ponds conjunction of hydraulic structures. 
There is given a structure determination of the water oscillatory movement at pools conjunction. 
The hypotheses analysis of the various forms formation of the fl ow free surface, as well as conditions 
for the hydraulic jump formation in the channel of the water fl ow is given. Five hypotheses were 
marked that determined the energy loss of the water fl ow in the hydraulic jump at the conjunction 
of pools of hydraulic structures. According to the results of the analysis, there was established 
the presence of the oscillatory process formed by the open volume of water mass.The asymptotic 
method is given for calculations in the area of extreme parameters as the most effective one. There 
is given an assessment of the stability of the solution of the differential equation describing stationary 
nonlinear oscillations in the downstream according to A.M. Lyapunovtheory. The theory describing 
the oscillatory nature of water movement is based on the Balthazar Van der Paul equation. 
The qualitative analysis of the Van der Pol equation made it possible to determine the factor that 
infl uences the formation of the oscillatory motion of water fl ow. The results obtained allow obtaining 
reliable engineering solutions for calculating the parameters of the oscillatory movement of water fl ow 
based on the asymptotic methods.

Oscillatory regime of water fl ow, depth of fl ow, period of oscillation, conjugation of pools.
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ÏÐÈ ÏÐÎÂÅÄÅÍÈÈ ÐÀÁÎÒ ÏÎ ÝÊÑÏËÓÀÒÀÖÈÈ 
ÏÐÈÐÎÄÎÎÕÐÀÍÍÛÕ ÑÎÎÐÓÆÅÍÈÉ ÍÀ ÂÎÄÎÑÁÎÐÀÕ ÐÅÊ

Рассмотрены вопросы экологической безопасности при проведении работ 
по эксплуатации и восстановлению природоохранных сооружений на водосборе реки 
Яуза. Было проанализировано экологическое состояние природоохранных сооружений 


