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ВВЕДЕНИЕ 

Учебное пособие содержит основы теории частно-интегральных 

и линейных частно-интегральных операторов вида 

Kαu(x) = kα(x, tα) u(xᾱ , tα) dtα, (1) 

Dα 

K = Kα (2) 
α 

соответственно, в различных функциональных пространствах, к 

которым приводятся некоторые задачи математической физики. 

Характерная особенность этого уравнения связана с интегриро- 

ванием неизвестной функции u(x ᾱ , tα) под знаком интеграла не 

по всем, а по части переменных. В (1) x ∈ Rn, α — мультиин- 

декс, состоящий из элементов одного из 2n подмножеств множества 

{1, 2, . . . , n}. 

Операторы (1) и (2) — не интегральные и не компактные даже 

в случае непрерывного ядра kα(x, tα). Поэтому уравнения, содер- 

жащие операторы (1) и (2) существенно отличаются от обычных 

интегральных уравнений. Интегральный оператор 

Iu(x) = k(x, t) u(t) dt 

D 

с ядром k(x, t) является частным случаем частно-интегрального 

оператора (1) при α = (1, 2, . . . , n), (ᾱ = ∅) т.е. 
 

K(1,2,...,n)u(x) = 

D 

k(1,2,...,n)(x, t) u(t) dt, 

где D = D1 × D2 × . . . × Dn, x = (x1, x2, . . . , xn) — свободные 

от интегрирования переменные, t = (t1, t2, . . . , tn) — переменные 

интегрирования. Линейные и нелинейные операторы и уравнения с 
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частными интегралами изучались в монографиях [7], [8], [10], [11], 

[17], в этих же книгах содержится и библиография работ по теории 

операторов и уравнений с частными интегралами. 

В учебном пособии изучаются: критерии и достаточные усло- 

вия действия операторов в пространстве функций. Установленные 

свойства операторов применяются к исследованию линейных инте- 

гральных уравнений с частными интегралами, в частности, к изу- 

чению интегрального оператора (1) . 

Учебное пособие разделено на 20 параграфов, объединенных в 

четыре главы. 

Глава 1 начинается с основ теории функционального анализа и 

функций действительного переменного. Приведены основные поня- 

тия, определения и теоремы. В главе 2 приведены примеры двух 

основных классов функциональных пространств: пространства Ле- 

бега и анизотропные пространства Лебега, а так же простран- 

ство непрерывных функций как подкласс пространства существен- 

но ограниченных функций. Основное содержание третьей главы 

связано с исследованием частно-интегральных и линейных частно- 

интегральных операторов в анизотропных пространствах Лебега. 

Глава 4 посвящена исследованию линейных частно-интегральных 

операторов в пространствах непрерывных функций C(D). 

Автор надеется, что данное учебное пособие будет полезным на- 

учным работникам, аспирантам и студентам старших курсов, ин- 

тересующимся функциональным и математическим анализом, ин- 

тегральными уравнениями и их приложениями. 
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ГЛАВА I 

ФУНКЦИОНАЛЬНЫЕ ПРОСТРАНСТВА 

§1. Некоторые понятия теории множеств 

Определение 1.1.1. Множеством называется любая совокуп- 

ность объектов произвольной природы. 

Множества бывают конечные A = {a1, a2, . . . , an}, содержа- 

щие конечное число объектов (ai ∈ A, i = 1, n) и бесконеч- 

ные B = {b1, b2, . . .}, количество объектов которых неограничен- 

но (bj ∈ B, j = 1, 2, . . .). Мощностью конечного множества A = 

{a1, a2, . . . , an}, называется количество элементов этого множества 

|A| = n. Мощности бесконечных множеств сравниваются с мощно- 

стью наименьшего бесконечного множества N = {1, 2, . . .}, |N| = 

ℵ0. Бесконечные множества могут быть счетными (N, Z, Q, 2Z, . . .) 

мощность которых равна ℵ0 и несчетными (I, R, C, . . .) мощность 

которых называется континуум и равна c = 2ℵ0 . Пустым множе- 

ством называется множество не содержащее ни одного элемента ∅, 

универсальным множеством называется такое множество, которое 

содержит все исследуемые объекты U . 

Основными операциями, которые можно выполнять над множе- 

ствами, являются: 

1. объединение 
n   

Ai = B — множество, содержащее все элементы 
i=1 

множеств Ai i = 1, n; 

2. пересечение 
n 

 
i=1 

Ai = B — множество, состоящее из элементов, 
 

 

содержащихся во всех множествах Ai, i = 1, n; 

3. разность A\B = C — множество, содержащее элементы мно- 
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S 

жества A без элементов множества B; 

4. дополнением множества A называется множество 

U \A (A\B = A ∩ B̄ );  

 

Ā элементов 

5. декартово произведение A1 × A2 × . . . × An = B множество упо- 

рядоченных наборов n элементов по одному из каждого мно- 

жества B = {(a1, a2, . . . , an) | ai ∈ Ai, i = 1, n}. 

Определение 1.1.2. Отображением множества X на Y 

(f : X → Y ) называется любое соответствие элементам множества 

X элементов множества Y . 

Множество X называется областью определения, а множество 

Y — областью значений отображения f . Образом отображения f 

называется множество Imf = {y = f (x) | x ∈ X} = f (X) ⊂ Y. 

Прообразом элемента b ∈ B при отображении f называется мно- 

жество f −1(y) = {x ∈ X | f (x) = y}. Прообразом отображения f 

называется множество f −1(Y0) = f −1(y). 
y∈Y0⊂Y 

Классификация отображений: 

 

1. по способу отображения: иньективные, сюрьективные и биек- 

тивные (взаимно однозначные); 

2. по типу отображаемых множеств: функция, функционал и опе- 

ратор. 

Определение 1.1.3. Отображение f : X → Y называется 

иньективным, если для всех x1, x2  ∈ X из x1  ̸= x2 следует 

f (x1) ̸= f (x2). 

Определение 1.1.4. Отображение f : X → Y называется сю- 

рьективным, если Imf = Y . 
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Определение 1.1.5. Отображение f : X → Y называется биек- 

тивным, если оно иньективно и сюрьективно. 

Определение 1.1.6. Отображение f : X → Y числового мно- 

жества X в числовое множество Y называется функцией. 

Определение 1.1.7. Отображение f : X → Y множества эле- 

ментов произвольной природы X в числовое множество Y называ- 

ется функционалом. 

Определение 1.1.8. Отображение f : X → Y множества эле- 

ментов произвольной природы X в множество элементов произ- 

вольной природы Y называется оператором. 

Любая функция является функционалом, любой функционал — 

оператором, т.е. понятие оператора более широкое. 

На множестве A может быть определено некоторое отношение, 

представляющее собой совокупность ω упорядоченных пар (x, y) 

элементов из A, т.е. xωy ⇔ (x, y) ∈ ω. Примеры отношений: =, ≤ 

, <, ⊂, ⊆, ≡, ∼ . 

Свойства отношений: 

1. рефлексивность aωa; 

2. антирефлексивность aωa; 

3. симметричность aωb ⇒ bωa; 

4. антисимметричность aωb ∧ bωa ⇒ a = b; 
 

5. асимметричность aωb ⇒ bωa; 

6. транзитивность aωb ∧ bωc ⇒ aωc; 

7. связность a ̸= b ⇒ aωb ∨ bωa. 

Виды отношений: 
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1. отношение эквивалентности (выполняются свойства: рефлек- 

сивность, симметричность, транзитивность); 

2. отношение предпорядка (рефлексивность, транзитивность); 

3. отношение частичного порядка (рефлексивность, транзитив- 

ность, антисимметричность); 

4. отношение строгого порядка (антирефлексивность, транзитив- 

ность, антисимметричность); 

5. отношение линейного порядка (связность, рефлексивность ан- 

тисимметричность). 

Вещественный, комплексный и функциональный анализ исполь- 

зует различные виды множеств, но чаще используются расширен- 

ная область вещественных или комплексных чисел (R или C с при- 

соединенными символами −∞, +∞ или ∞ соответственно). Если 

A — некоторое подмножество частично упорядоченного множества 

M , то его мажорантой называется такой элемент x ∈ M, что a ≤ x 

для всех a ∈ A. Мажоранта x множества A называется его верх- 

ней гранью, если она является наименьшей из всех мажорант и 

обозначается x = sup A. Если мажоранты не существует, то в ка- 

честве верхней грани A принимается +∞. Нижней гранью A на- 

зывается наибольшая из всех минорант (c такое, что a ≥ c для 

всех a ∈ A) и обозначается c = inf A. Если миноранты множества 

не существует, то в качестве нижней грани A принимается −∞. 

Причем sup ∅ = −∞, inf ∅ = +∞. Если A — бесконечное множе- 

ство вещественных чисел, то через limA обозначается нижняя грань 

всех таких чисел b, что лишь конечное число чисел из A превос- 

ходит b, аналогично limA обозначается верхняя грань всех таких 
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S 

T 

чисел c, что лишь конечное число чисел из A меньше c. Элемент 

x ∈ A называется максимальным, если из x ≤ y вытекает y ≤ x. 

Каждое частично упорядоченное множество содержит максималь- 

ное линейно упорядоченное подмножество (Хаусдорф). Если каж- 

дое линейно упорядоченное подмножество частично упорядоченно- 

го множества (M ; ≤) имеет мажоранту, то в M существует макси- 

мальный элемент (Цорн). Каждое множество может быть вполне 

упорядочено (Цермело). 

§2. Топологические пространства 

Определение 1.2.1. Топологическим пространством называет- 

ся множество X в котором выделена система множеств S, которые 

называются открытыми, удовлетворяющая следующим условиям: 

1. ∅ ⊂ S, X ⊂ S; 

2. если Ai ⊂ S, i = 1, 2, . . . , то Ai ⊂ S (т.е. объединение любого 
i 

числа открытых множеств — есть открытое множество); 

3. если A1, A2 ⊂ S, то A1 ∩ A2 ⊂ S (т.е. пересечение конечного 

числа открытых множеств — есть открытое множество). 

Если множество A — открыто т.е. A ⊂ S, то B = X\A — за- 

мкнуто. Система замкнутых множеств T пространства, в котором 

введена топология S удовлетворяет условиям: 

1. ∅ ⊂ T, X ⊂ T ; 

2. если Bi ⊂ T, i = 1, 2, . . . , то Ai ⊂ S (т.е. пересечение любого 
i 

числа замкнутых множеств — есть замкнутое множество); 
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3. если B1, B2 ⊂ T, то B1 ∪ B2 ⊂ B (т.е. объединение конечного 

числа замкнутых множеств — есть замкнутое множество). 

Направление (некоторое бесконечное множество) элементов {xi} 

топологического пространства X сходится к x ∈ X (lim xi = x) 
i 

если любая окрестность точки x содержит бесконечное множество 

элементов направления {xi}, x называется пределом направления 

{xi}. Если любая окрестность точки x содержит хотя бы одну точ- 

ку направления {xi}, то точка x называется предельной точкой 

направления. Если для любого направления {xi} ⊂ F сходяще- 

гося к x в топологическом пространстве X, предел x ∈ F, то F 

— замкнутое множество. Единственность предела направления в 

топологическом пространстве X обеспечивает его хаусдорфовость, 

т.е. для любых двух точек x, y ∈ X существуют их окрестности 

Ux и Uy такие, что Ux ∩ Uy = ∅. Вместо понятия направления в 

топологическом пространстве X можно использовать понятие по- 

следовательности если любая точка пространства X обладает 

счетной фундаментальной системой окрестностей. 

Свойства топологических пространств: 

1. множество, состоящее из единственной точки, замкнуто; 

2. у любых двух несовпадающих точек x и y существует непере- 

секающиеся окрестности; 

3. для каждого замкнутого множества A и произвольной точки 

x ∈/ A существуют непересекающиеся окрестности; 

4. у любых двух непересекающихся замкнутых множеств A и B 

существуют непересекающиеся окрестности. 

Виды топологических пространств: 
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1. хаусдорфово, если выполняются свойства 1 и 2; 

2. регулярное, если выполняются свойства 1 и 3; 

3. нормальное, если выполняются свойства 1 и 4. 

Если существует биективное отображение открытых множеств 

одного топологического пространства X в другое топологическое 

пространство Y , то эти пространства называются гомеоморфными. 

Точка x ∈ X называется внутренней точкой множества E ⊂ X, 

если существует такое открытое множество A ⊂ X, что x ∈ A ⊂ 

E. Любое множество топологического пространства X в котором 

точка x является внутренней, называется окрестностью этой точки 

Ax. Точка x топологического пространства X называется точкой 

прикосновения множества E ⊂ X, если для любой окрестности 

этой точки Ax ∩ E ̸= ∅. Если точка x — точка прикосновения 

множества E ⊂ X и |Ax ∩ E| = ℵ0 или c, то x — предельная тока 

множества E. Множество всех точек прикосновения множества E 

называется его замыканием и обозначается Ē .  

Одним из важных свойств топологических пространств является 

свойство компактности. 

Определение 1.2.2. Топологическое пространство X называет- 

ся компактным, если из любого его покрытия открытыми множе- 

ствами 
i 

Ai = X можно выбрать конечное подпокрытие 
n 

 
i=1 

Ai = 

X. 

Топологическое пространство X является компактным, тогда и 

только тогда, когда каждое направление в X имеет предельную 

точку. Множество K ⊂ X называется компактным, если из любой 

последовательности {xn} точек из xn ∈ K можно выделить фунда- 

ментальную подпоследовательность. Если предел каждой из этой 
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последовательности принадлежит K, то множество K называется 

бикомпактным или компактным в себе. 

Свойства бикомпактных пространств: 

1. для того чтобы топологическое пространство было бикомпакт- 

ным, необходимо и достаточно, чтобы каждое центрированное 

семейство его замкнутых подмножеств имело непустое пересе- 

чение; 

2. замкнутое подмножество бикомпактного пространства биком- 

пактно; 

3. образ бикомпактного пространства при непрерывном отобра- 

жении бикомпактен; 

4. бикомпактное подмножество хаусдорфова пространства за- 

мкнуто; 

5. непрерывное взаимно однозначное отображение бикомпактного 

пространства в хаусдорфово пространство является гомеомор- 

физмом; 

6. бикомпактное хаусдорфово пространство нормально; 

7. вещественная непрерывная функция, заданная на бикомпакт- 

номм пространстве, достигает своих верхней и нижней граней. 

Одним из классов топологических пространств являются метри- 

ческие пространства. 

 

§3.  Метрические пространства 

Определение 1.3.1. Множество X называется метрическим 

пространством, если каждой паре элементов x, y  ∈ X  поставле- 
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но в соответствие неотрицательное действительное число ρX(x, y) 

(расстояние между элементами x и y) удовлетворяющее следую- 

щим условиям (аксиомам метрики): 

1. ρX(x, y) = 0 ⇔ x = 0 (аксиома тождества); 

2. ρX(x, y) = ρX(y, x) (аксиома симметрии); 

3. ρX(x, y) ≤ ρX(x, z) + ρX(z, y) (аксиома треугольника). 

Шаром Br(x0) (или замкнутым шаром B̄r (x0)) с центром в точке 

x0 и радиусом r называется множество точек x ∈ X таких, что 

ρX(x, x0) < r (ρX(x, x0) ≤ r). Пусть n ∈ N, x ∈ X, тогда совокуп- 

ность множеств B1/n(x) образует базис множества X. ρX(x, y) — 

непрерывное отображение своих аргументов, т.е. xn → x0 и yn → y0 

следует ρX(xn, yn) → ρX(x0, y0). Метрическое пространство — хау- 

сдорфово, нормально. 

Если топология некоторого пространства порождает метрика, то 

это пространство называется метризуемым. Не все топологические 

пространства метризуемы. Одна и та же топология может порож- 

даться разными метриками. 

Определение 1.3.2. Последовательность элементов {xn} мет- 

рического пространства X называется фундаментальной (или схо- 

дящейся в себе) если для любого ε > 0 существует N0(ε) такое, что 

для любых n, n > N0(ε) следует ρX(xn, xm) < ε. 

В метрическом пространстве любая сходящаяся последователь- 

ность является фундаментальной. 

Метрическое пространство X называется полным, если любая 

фундаментальная последовательность сходится к элементу этого 

пространства, т.е.  lim 
n→∞ xn = x ∈ X. Любая сходящаяся последова- 

тельность полного пространства является фундаментальной. 
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Пусть X и Y — метрические пространства. Отображение f : X → 

Y называется непрерывным в точке x0 ∈ D ⊂ X, если для любо- 

го ε > 0 существует δ > 0, что для всех x ∈ D из ρX(x, x0) < δ 

следует ρY (f (x), f (x0)) < ε. Отображение f называется непрерыв- 

ным на D, если оно непрерывно в каждой точке этого множества. 

Два метрических пространства X и Y называются изометричными, 

если между их элементами существует биекция, сохраняющая рас- 

стояния. Пространство X называется сепарабельным, если в нем 

существует счетное плотное подмножество (Q в R, Q[x] в C[a, b] и 

др.). Не все метрические пространства сепарабельны. Компактное 

метрическое пространство полно и сепарабельно. 

§4. Пространства с мерой. Интеграл Лебега 

Определение 1.4.1. Алгеброй Σ множества T , называется мно- 

жество его подмножеств удовлетворяющих условиям: 

1. для любых A, B ∈ Σ следует A ∪ B ∈ Σ; 

2. для любого A ∈ Σ следует Ā = T \A ∈ Σ. 

Из этих условий следует, что объединение и пересечение конеч- 

ного числа подмножеств — снова подмножество T , причем ∅ ∈ 

Σ, T ∈ Σ. Алгебра Σ называется σ-алгеброй, если из An ∈ T (n ∈ 

N) , следует 
∞ 

n=1 
An ∈ Σ, и как следствие 

∞ 

n=1 
An ∈ Σ. 

Определение 1.4.2. Функция φ : Σ → R̄  = [−∞; +∞] называ- 

ется аддитивной функцией множества, если 

k 

φ 
n=1 

An

! 

= 
Σ

n=1 

 
φ(An), 
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[ ∞ 

S 

Σ 

∫ 

и счетно-аддитивной, если 

∞ 

φ 
n=1 

An

! 

= 

 

 

Σ

n=1 

 

 
φ(An). 

Функция φ — неотрицательна, если для любого A ∈ T, следует 

φ(A) ≥ 0. φ(∅) = 0. Неотрицательная счетно-аддитивная функция 

множества µ, заданная на Σ называется мерой. Мера называется 

конечной, если µ(T ) < ∞; σ -конечной, если T = 
n 

 
i=1 

An, An ∈ 

Σ, µ(An) < ∞; полной, если A ⊂ B ∈ Σ, µ(B) = 0, тогда A ∈ 

Σ,  µ(A) = 0. 

Множества из σ-алгебры Σ называются измеримыми. Веще- 

ственная функция f (t) называется измеримой относительно Σ, если 

для любого числа c ∈ R измеримы множества {t ∈ T : f (t) > a}, 

{t ∈ T : f (t) < a}, {t ∈ T : f (t) ≥ a}, {t ∈ T : f (t) ≤ a}. 

Функция вида y(t) = 
n 

 
i=1 

λi χAi(t) называется измеримой конеч- 

нозначной функцией относительно Σ. Для любой измеримой функ- 

ции f (t) существует последовательность конечнозначных функций 

{fn} такая, что для любого t ∈ T, fn(t) → f (t),  |fn(t)| ≤ |f (t)|. 

Класс  измеримых  функций  f (t),  которым  сопоставляется  неко- 

торое конечное число (интеграл Радона) f (t) dφ(t) называется 
T 

классом суммируемых функций по функции φ. Отличие интегра- 

ла Радона от Лебега заключается в том, что в интеграле Радо- 

на (Лебега-Стильтьеса) интегрирование производится не по ме- 

ре, а по произвольной счетно-аддитивной функции множества, 

которая может принимать и отрицательные значения. Некоторое 

свойство выполняется почти всюду, если оно выполняется всю- 

ду кроме, может быть, множества, мера которого равна нулю. 

Функции f (t) и g(t) эквивалентны, если они равны почти всю- 
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∫ n 

T 
n→∞ T 

T 

Bj 

ду, т.е. µ ({t ∈ T : f (t) ̸= g(t)}) = 0. Последовательность измери- 

мых функций fn(t) почти всюду сходится к функции f (t), если 

µ ({t : fn(t) ↛ f (t)}) = 0. Последовательность измеримых функций 

fn(t) сходится по мере µ к измеримой функции f (t) на множестве 

A ∈ Σ, µ(A) < ∞, если µ ({t ∈ A : |fn(t) − f (t)| > ε}) = 0, n → ∞. 

Если последовательность сходится почти всюду, то она сходится и 

по мере, а если сходится по мере, то существует подпоследователь- 

ность, которая сходится почти всюду. 

Пусть y(t) — конечнозначная функция, тогда ее интегралом Ле- 

бега называется число 

y(t) dµ(t) = 

T 

Σ

i=1 
λi χAi(t). 

Интегралом Лебега измеримой неотрицательной функции f (t) от- 

носительно меры µ называется число 

f (t) dµ(t) = sup 

,

,

∫  

fs(t) dµ(t)

,

, 
, 

где {fs(t)} — все конечнозначные функции, такие что fs(t) ≤ f (t). 
Если функция f (t) произвольного знака, то ее можно представить 

в виде f (t) = f +(t)−f −(t); (или 
∫ 

f (t) dµ(t) = lim 
∫ 

fs(t) dµ(t), где 

{fs(t)} — последовательность конечнозначных функций, сходящих- 

ся по мере к функции f (t).) Интеграл Лебега можно определить 

следующим образом: 
∫ 

f (t) dµ(t) = sup 

(
Σ 

inf(f (Ai))µ(Ai)

) 

, 

∫ 

f (t) dµ(t) = inf 

(
Σ 

sup(f (Bj))µ(Bj)

) 

, 
 

∫ 

T T 

Ai i 

T i 
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i=1 

∫ 

где {Ai}n ∈ T — всевозможные конечные разбиения множества 

T , Bj — всевозможные конечные покрытия множества T . 

Пусть A ⊂ (S, ΣS, ν), B ⊂ (T, ΣT , µ), тогда призведением мер ν и 

µ называется мера λ такая, что λ(A×B) = ν(A)µ(B). Для суммиру- 

емой функции f (s, t) относительно меры λ выполняется равенство 

S×

∫

T 
f (s, t) dλ(s, t) = 

S 

  

T

∫ 
f (s, t) dµ(t)

  

dν(s) (теорема Фубини). 

 

§5. Линейные пространства 

Линейным пространством над полем P называется множество 

элементов V удовлетворяющих основной группе алгебраических за- 

конов: 

1. для любых a ∈ V и b ∈ V, существует и единственный элемент 

a + b ∈ V (замкнутость операции сложения); 

2. для любых a, b, c ∈ V выполняется (a +b)+c = a +(b +c) (закон 

ассоциативности сложения); 

3. для любого a ∈ V, существует (и единственный) элемент 0 ∈ V, 

что a + 0 = a (нейтральный элемент по операции сложения); 

4. для любого a ∈ V, существует (и единственный) элемент ã ∈ V, 

что a + ã = 0 (обратный элемент); 

5. для любых a, b ∈ V выполняется a + b = b + a (закон коммута- 

тивности сложения); 

6. для любого a ∈ V и любого λ ∈ P, существует и единственный 

элемент λa ∈ V (замкнутость операции умножения на число); 

7. для любого a ∈ V и любых λ, µ ∈ P, выполняется равенство 

λ(µa) = (λµ)a = µ(λ)a (ассоциативность умножения на число); 
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8. для любого a ∈ V выполняется 1 · a = a; 

9. для любого a ∈ V и любых λ, µ ∈ P, выполняется равенство 

(λ+µ)a = λa +µa (дистрибутивность умножения относительно 

сложения); 

10. для любого λ ∈ P и любых a, b ∈ V, выполняется равенство 

λ(a + b) = λa + λb (дистрибутивность умножения относительно 

сложения). 

Свойства 1)-6) называется аксиомами линейного пространства 

V , 8)-10) — свойства операций. Линейные пространства могут со- 

стоять из математических объектов различной природы (векторы, 

матрицы, полиномы, функции и т.д.). 

Классификация линейных пространств: 

1. по размерности пространства: конечномерные и бесконечно- 

мерные; 

2. по числовому полю P над которым берется пространство V : 

вещественное P = R и комплексное P = C. 

Определение 1.5.1. Система элементов a1, a2, . . . , an ∈ V назы- 

вается линейно зависимой, если существуют числа α1, α2, . . . , αn ∈ 

P не все равные нулю одновременно, такие что α1a1 + α2a2 + . . . + 

αnan = 0. Если же данное равенство выполняется только в случае 

нулевых коэффициентов, то элементы называются линейно незави- 

симыми. 

Свойства линейной зависимости: 

1. система a1, a2, . . . , an ∈ V линейно зависима тогда и только то- 

гда, когда хотя бы один из элементов системы линейно выража- 

ется через остальные элементы (т.е. является их линейной ком- 
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бинацией), т.е. существуют числа β1, . . . , βi−1, βi+1, . . . , βn ∈ P 

что выполняется равенство ai = β1a1 +. . .+βi−1ai−1 +βi+1ai+1 + 

. . . + βnan; 

2. если система a1, a2, . . . , an ∈ V содержит нулевой элемент или 

два одинаковых элемента, то система линейно зависима; 

3. если некоторая подсистема системы элементов a1, a2, . . . , an ∈ 

V линейно зависима, то и вся система линейно зависима; 

4. если вся система линейно независима, то и любая ее подсистема 

линейно независима. 

Максимально линейно независимой системой элементов, назы- 

вается такая система добавление любого элемента к которой об- 

ращает ее в линейно зависимую систему. Базисом пространства V 

называется любая максимально линейно независимая система эле- 

ментов, через которую можно линейно выразить любой другой эле- 

мент данного пространства. Размерностью пространства V (dim V ) 

называется количество элементов в базисе пространства. 

§6. Нормированные пространства 

Определение 1.6.1. Линейное пространство V называется нор- 

мированным, если каждому элементу x ∈ V поставлено в соответ- 

ствие действительное число  x  , которое называется нормой этого 

числа и удовлетворяет следующим условиям (аксиомам нормы): 

1.  x  ≥ 0,  x  = 0 ⇔ x = θ; 

2.  λx  = |λ| x  (однородность); 

3.  x + y  ≤ x  +  y  (аксиома треугольника). 
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Из определения сходимости последовательности в метрических 

пространствах следует определение сходимости последовательно- 

сти в нормированных: последовательность {xn} сходится к x0 по 

норме, если lim 
n→∞  xn − x0  = 0. Линейное нормированное простран- 

ство V называется банаховым пространством (или пространством 

Банаха, пространством типа В), если оно является полным в смыс- 

ле сходимости по норме. 

Из определения непрерывности отображения в метрических про- 

странствах следует определение непрерывности в нормирован- 

ных: пусть V1 и V2 — нормированные пространства. Отображение 

f : V1 → V2 называется непрерывным в точке x0 ∈ D ⊂ V1, ес- 

ли для любого ε > 0 существует δ > 0, что для всех x ∈ D из 

x − x0  V1 < δ следует  f (x) − f (x0)  V2 < ε отображение f непре- 

рывно в точке x0 ∈ D ⊂ V1, если для любой последовательности 

элементов {xn} ⊂ D сходящейся к x0 по норме пространства V1, 

соответствующая  последовательность  {f (xn)} сходится  к  эле- 

менту f (x0) по норме пространства V2, т.е. lim 
n→∞ 

f (xn) = x0. 

Отображение f называется непрерывным на D, если оно непре- 

рывно в каждой точке этого множества. 

§7. Квазинормированные пространства 

Определение 1.7.1. Квазинормой на V , называется неотрица- 

тельный функционал  · , сопоставляющий каждому x ∈ V число 

 x  ≥ 0 такое, что 

1.  x  = 0 ⇔ x = θ, θ — почти всюду нулевая функция; 

2.  λx  = |λ| x  ; 

3.  x + y  ≤ c(  x  +  y  ). 
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Квазинорма  ·  монотонна, если |x| ≤ |y| ⇒  x  ≤  y  . 

Квазинорма задает топологию на X с базисом окрестностей вида 

{x ∈ X : x  < ε, ε > 0}. При c = 1 квазинорма является нормой, 

где метрика d(x, y) =  x − x0  определяет топологию. 

 

§8. Гильбертовы пространства 

Пусть V — некоторое линейное пространство и x, y — любые два 

его элемента, тогда скалярным произведением элементов x и y на- 

зывается функционал F : (x, y) → (x, y) ∈ P, где P = R (евклидово 

пространство) или C (унитарное пространство), удовлетворяющий 

условиям: 

1. (x, x) ≥ 0, причем (x, x) = 0 тогда и только тогда, когда x = 0; 
 

2. (x, y) = (y, x), (x, y) = (y, x) при P = C ; 

3. (x + y, z) = (x, z) + (y, z); 

4. (λx, y) = λ(x, y). 

Используя скалярное произведение, можно определить норму в 

пространстве V : x  =  (x, x), удовлетворяющая всем аксиомам 

нормы. Отдельно выделим одно из свойств скалярного произведе- 

ния: неравенство Коши-Буняковского |(x, y)| ≤ x  · y  . 

Определение 1.8.1. Гильбертовым пространством называется 

полное нормированное пространство H, норма которого порождена 

скалярным произведением. 

Гильбертово пространство может быть вещественным или ком- 

плексным (в зависимости от выбора поля коэффициентов R или C), 

конечно или бесконечно мерным (в зависимости от максимального 

числа линейно независимых элементов пространства). 
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Если (x, y) = 0 для ненулевых x и y, то эти элементы называ- 

ются ортогональными x ⊥ y. Если H1 и H2 — подпространства 

гильбертова пространства H и для любых x ∈ H1, y ∈ H2 выпол- 

няется равенство (x, y) = 0, то подпространства H1 и H2 ортого- 

нальны H1 ⊥ H2. H2 называется ортогональным дополнением H1, 

если H1 ⊥ H2, H1 ∪ H2 = H. 

Свойства ортогональности: 

1. 0 ⊥ x для любого x; 

2. x ⊥ x тогда и только тогда, когда x = 0; 

3. x ⊥ yi, i = 1, n, то 

n 

x ⊥ 
i=1 

λiyi; 

4. yn → y и x ⊥ yn (n = 1, 2, . . .), тогда x ⊥ y. 

Обобщенная теорема Пифагора: 

Пусть x = xi, где xi — попарно ортогональные элементы (ор- 
i 

тонормальная система элементов), а сумма может быть конечной 

или бесконечной, тогда  x  
2 = 

i 
 xi  

2
. Ряд 

∞ 

xi 
i=1 

сходится тогда и 

только тогда, когда ряд 
∞ 

i=1 xi  2 сходится. 

Пусть пространство H сепарабельно, т.е. в нем существует счет- 

ный базис yi, который ортогонализировать в базис xi, все элементы 

которого попарно ортогональны. Пусть {xi} — ортонормальная си- 

стема. Числа вида ai = (x, xi), i = 1, 2, . . . называются коэффици- 

ентами Фурье, а ряд 

Σn 

∞ 

i=1 

aixi называется рядом Фурье элемента x. 

 

 

место неравенство Бесселя 
n 

|ai|2 ≤ x  2, 
i=1 

i=1 
sn = aixi — проекция элемента x на подпространство Hn. Имеет 
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Σ 

в котором переходя к пределу n → ∞ получим 

∞ 

|ai|2 ≤ x  
2 

i=1 

(если имеет знак равенства, то получим равенство Парсеваля или 

x удовлетворяет условию замкнутости). 

 

§9. Линейные отображения 

Пусть X и Y — нормированные пространства. 

Определение 1.9.1. Отображение (функция, функционал, опе- 

ратор) K : X → Y называется линейным, если выполняются усло- 

вия: 

1. для любого x ∈ X и λ ∈ P, K(λx) = λK(x) (однородность); 

2. для любых x1, x2 ∈ X, K(x1 + x2) = K(x1) + K(x2) (аддитив- 

ность). 

Эти условия можно заменить одним K(αx1 + βx2) = αK(x1) + 

βK(x2). 

Частные случаи линейных операторов: E(x) = 0 — нулевое отоб- 

ражение, I(x) = x — единичное отображение, K(x) = λx — отоб- 

ражение подобия. 

Далее будем рассматривать линейные отображения на примерах 

линейных операторов. 

Линейное оператор K : X → Y  называется ограниченным, если 

для любого x ∈ X существует постоянная C такая, что 

 K(x)  Y ≤ C  x  X. 

Линейный оператор K непрерывен тогда и только тогда, когда он 
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ограничен. Число 

C0 = sup 
 x  X =1 

 
 K(x)  Y = sup 

 x  X ≤1 

 
 K(x)  Y 

называется нормой линейного оператора и обозначается  K  . Эта 

норма удовлетворяет всем аксиомам нормы в банаховом простран- 

стве B(X, Y )  непрерывных линейных операторов. Ядром линей- 

ного оператора K : X → Y называется множество kerK = {x ∈ 

X : K(x) = 0 ∈ Y }. Размерность ядра называется дефектом 

оператора. Коядром линейного оператора K : X → Y , называет- 

ся фактор-множество cokerK = Y/(ImX). Оператор называется 

нетеровым, если его образ замкнут и размерности ядра и коядра 

конечны, если размерности ядра и коядра конечны и совпадают, то 

оператор называется фредгольмовым. 

Теорема Рисса. Для любого линейного функционала f (x) в 

гильбертовом пространстве H, существует и единственный элемент 

y ∈ H с нормой  y  =  f  такой, что f (x) = (x, y). 

Теорема Хана-Банаха. Пусть f (x) — линейный функционал, 

с областью определения Dom(f ) ⊂ X, и существует функционал 

p(x) ≥ 0 такой, что |f (x)| ≤ p(x) при x ∈ Dom(f ), p(x + y) ≤ 

p(x) + p(y), p(λx) = λp(x) при λ ≥ 0, x, y ∈ X. Тогда существует 

линейный функционал F (x) Dom(F ) = X такой, что F (x) = f (x) 

при x ∈ Dom(f ), |F (x)| ≤ p(x), x ∈ X. 

F (x) — продолжение функционала f (x) на все пространство X, 

f (x) — сужение функционала F (x) на Dom(f ). 

Слабой производной (производной Гато) оператора K : X → Y  в 

точке x0 ∈ Dom(K) называется непрерывный линейный оператор 

K′(x0) : X → Y такой, что существует предел 

lim 
K(x0 + εx) − K(x0) 

= K′(x )x. 0 
ε→0 ε 
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∂e 

ε 

∂x 

Сильной производной (производной Фреше) оператора K : X → Y 

в точке x0 ∈ Dom(K) называется линейный непрерывный оператор 

K′(x0) : X → Y удовлетворяющий условию 

K(x0 + x) − K(x0) = K′(x0)x + ε(x), 
 

где lim 
 x  →0 

 ε(x)  
 x  

= 0. Из дифференцируемости по Фреше оператора 

K в точке x0 следует его дифференцируемость по Гато. 

Пусть K : Rn → Rm. Слабой производной отображения K 

по направлению вектора e ∈ Rn называется оператор ∂K(x) = 
lim 

0<ε→0 
K(x+εe)−K(x). Если e — один из базисных векторов: e1 = 

(1, 0, . . . , 0), e2 = (0, 1, . . . , 0), . . . , en = (0, 0, . . . , 1), то производная 

по направлению ej называют частной производной ∂K(x) 
j 

= DjK. 
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ГЛАВА II 

ФУНКЦИОНАЛЬНЫЕ ПРОСТРАНСТВА 

 
§10.  Примеры функциональных пространств 

1. Пространство En = {x = (α1, . . . , αn)|αi ∈ P} — линейное про- 

странство упорядоченных последовательностей чисел над P с 

нормой x  = 
n 

 
i=1 

|αi|2 

  1/2 

. Если P = R, то En — n-мерное 

евклидово пространство, если P = C, то En — n-мерное уни- 

тарное пространство, или n-мерное гильбертово пространство; 

2. Пространство ln = {x = (α1, . . . , αn)|αi ∈ P} — линейное про- 
странство последовательностей, где 1 ≤ p < ∞, n ∈ N с нор- 

 

мой  x  = 
n 

 
i=1 

|αi|p 

1/p 

; 

3. Пространство ln = {x = (α1, . . . , αn)|αi ∈ P} — линей- 

ное пространство последовательностей, где n ∈ N с нормой 

 x  = sup {|αi|}; 
1≤i≤n 

4. Пространство lp = {x = (α1, α2, . . .)|αi ∈ P} — линейное про- 

странство числовых последовательностей {αn}, где 1 ≤ p < ∞, 

с нормой  x  = 
∞ 

i=1 
|αi|p 

1/p 

; 

5. Пространство l∞ = {x = (α1, α2, . . .)|αi ∈ P} — линейное 

пространство числовых последовательностей {αn} с нормой 

 x  = sup |αi|; 
i 

6. Пространство c = {{αi}|αi ∈ P} — линейное пространство чис- 

ловых сходящихся последовательностей {αn} с нормой x  = 

sup |αi|; 
i 
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11. Пространство cs = {{αi}|αi ∈ P} — линейное пространство 

ai < ∞; 

7. Пространство c0 = {{αi}|αi ∈ P} — линейное пространство 

числовых сходящихся к нулю последовательностей {αn} с нор- 

мой  x  = sup |αi|; 
i 

8. Пространство bv = {{αi}|αi ∈ P} — линейное пространство 

числовых последовательностей {αn} с нормой x   = |α1| + 
Σ∞ 

 

9. Пространство bv0 = {{αi}|αi ∈ P} — линейное пространство 

числовых сходящихся к нулю последовательностей {αn} с нор- 

мой 
∞ 

 x  = 
i=1 

|ai+1 − ai| < ∞; 

10. Пространство bs = {{αi}|αi ∈ P} — линейное простран- 

ство числовых последовательностей {αn} с нормой x  = 
n 

sup ai < ∞; 
  

 

числовых последовательностей 

 Σn 
 

{αn} 

  

для которых ряд 
∞ 

i=1 

схо- 

12. Пространство B(X, Σ) равномерных пределов конечных линей- 

ных комбинаций характеристических функций множеств из Σ 

с нормой  f  = sup |f (x)|, где X — некоторое множество, Σ — 
x∈X 

алгебра подмножеств X, f  — скалярная функция, определен- 

ная на X; 

13. Пространство B(X) состоит из ограниченных линейных ска- 

лярных функций, определенных на X с нормой f  = 

sup |f (x)|; 
x∈X 

|ai+1 − ai| < ∞; 

n i=1 

дится с нормой  x  = sup 
n 

αi 

i=1 

i=1 
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i=1 

14. Пространство C(X) состоит из ограниченных непрерывных 
 

скалярных функций, определенных на X с нормой 

sup |f (x)|. Если достигается наибольшая грань, то 

 f  

 f  

= 

= 
x∈X   

max |f (x)|;   
x∈X   

15. Пространство ba(X, Σ) состоит из ограниченных аддитивных 

скалярных функций, определенных на X с нормой µ  = 

Σn 

попарно непересекающиеся множества из Σ, таких,что Ei ⊂ X; 

16. Пространство ca(X, Σ) состоит из счетно аддитивных скаляр- 

ных функций, определенных на X с нормой  µ  = v(µ, X). Σ 

— σ-алгебра подмножеств X; 

17. Пространство rca(X) состоит из регулярных счетно адди- 

тивных скалярных функций множества, определенных на σ- 

алгебре борелевских множеств из X с нормой  µ  = v(µ, X); 

18. Пространство Lp(X, Σ, µ) = Lp(X, Σ), v(µ) состоит из опреде- 

ленных на X µ-измеримых скалярных функций f с нормой 

 f  =

  
∫ 

|f (x)|pµ(dx)

  1/p 

< ∞, где 1 ≤ p < ∞, µ — положи- 

тельная Xмера;  

19. Пространство L∞(X, Σ, µ) состоит из существенно ограничен- 

ных относительно µ скалярных функций f с нормой f  = 

ess sup |f (x)|; 
x∈X 

20. Пространство Lp(ρ) = Lp(D;  ρ) — пространство измери- 

мых на D ⊂ Rn функций f (x) для которых f  = 
  

D

∫ 
ρ(x)|f (x)|pµ(dx)

  1/p 

< ∞, где 1 ≤ p < ∞, ρ(x) — 

v(µ, X), где v = sup |µ(Ei)| — полная вариация µ на X, Ei — 
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∫ 

)| ≤ A 

ρ(x) 

неотрицательная функция  (вес).  Lp(ρ)  —  весовое  простран- 

ство Лебега является банаховым пространством, т.к.  f Lp(ρ) = 

 ρ1/pf L (D). Аналог неравенства Гельдера: 
D 

|f (x)g(x)| dx  ≤ 

 f Lp(ρ) · g  Lq (ρ1−q ); 

21. Пространство Hλ = Hλ(D) содержит функции, удовлетворяю- 

щие на D условию Гельдера фиксированного порядка λ (пока- 

затель Гельдера): |f (x1) − f (x2)| ≤ A|x1 − x2|, x1, x2 ∈ D, A — 

константа. Норма в Hλ при 0 ≤ λ ≤ 1 определяется равенством 

 f  = max |f (x)| + sup |f(x1)−f(x2)|, H0(D) = C(D), H1(D) — 

x∈D x1̸=x2∈D |x1−x2|λ 

липшицевый класс, при λ > 1 Hλ = {f (x) = const}. 

Глобальное условие Гельдера (для бесконечного D: |f (x1 − 
|x1−x2|

λ 

2 (1+|x1|)λ(1+|x2|)λ ). В этом случае норма f  = 

max |f (x)| + sup (1 + |x1|)λ(1 + |x2|)λ|f(x1)−f(x2)|. Hλ — не се- 
x∈D x1̸=x2∈D |x1−x2|λ 

парабельное пространство; 

22. Пространство функций hλ = hλ(D) = {f (x): lim 
x2→x1 

 

 

f (x1)−f (x2) 

|x1−x2|λ 

0}; 

23. Пространство Hλ(ρ) = Hλ(D; ρ) — весовое пространство Гель- 

дера, содержит функции f (x) такие, что ρ(x)f (x) ∈ Hλ(D). 

Функции этого пространства представимы в виде f (x) = f(x0), 

где f (x0) ∈ Hλ(D). Норма:  f  = f0  Hλ. Hλ(ρ) — не сепара- 

бельное пространство; 

24. Пространтсво BV (E) состоит из всех определенных на E ска- 

лярных функций ограниченной вариации с нормой  f  = 

|f (a+)| + v(f, E),  где E = [a, b] (или (a, b], [a, b), (a, b)), a ≥ 

−∞, b ≤ +∞. 

p 

x 

= 
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∫ ∫ 

Σ 
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25. Пространтсво NBV (E) ⊂ BV (E) состоит из всех определен- 

ных на E скалярных функций ограниченной вариации с нормой 

 f  = v(f, E), для которых при любом x0 ∈ E, lim 
x→x0+ε 

f (x) = 

f (x0) и f (a+) = 0; 

26. Пространтсво AC(E) ⊂ BV (E) состоит из всех определенных 

и абсолютно непрерывных на E скалярных функций ограни- 

ченной вариации с нормой  f  = |f (a+)| + v(f, E). Функ- 

ция f (x) называется абсолютно непрерывной, если для любого 

Σn 

 

n 

ет 
i=1 

|f (bi) − f (ai)| < ε, где (ai, bi), i = 1, 2, . . . — произволь- 

ные попарно непересекающиеся подинтервалы E. Класс AC(E) 

совпадает с классом первообразных интегрируемых по Лебегу 

функций 
x 

f (x) ∈ AC(E) ⇔ f (x) = c+ 
a 

φ(t) dt, 
b 

|φ(t)| dt < ∞. 
a 

27. Класс ACn(E) состоит из непрерывно дифференцируемых на 

D функций f (x) до порядка n − 1, причем f (n−1)(x) ∈ AC(E); 

28. Пространство Cn(E) содержит определенные на E скалярные 

функции, имеющие n ограниченных непрерывных производ- 

ных с нормой 
n 

 f  = sup |f (i) (x)|, где E — замкнутый ин- 
i=1 x∈E 

тервал, n ∈ N. Если достигается наибольшая грань, то  f  = 

max 
x∈E 

n 

 
i=1 

|f (i) (x)|; 

29. Пространство Hλ при λ > 1 : λ = m+σ, где m = 0, 1, 2, . . . , 0 < 

σ ≤ 1, f Hλ = f C
m +  f H

σ, где f (x) ∈ Cm(D) и f (m)(x) ∈ 

Hσ(D); 

30. Пространство Hλ,k = Hλ,k(D) содержит функции f (x) 

ε > 0 существует такое δ > 0, что при 
i=1 

|bi − ai| < δ следу- 
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|h| 

|h|
  

ln 
 k 

|h|
  

ln 
 k 

Σ 

Σ 

∫ 

+ 

для которых f (x) ∈ Cm(D) и  |f (m)(x + h) − f (m)(x)| ≤ 

A|h|σ
  

ln  1 
 k 

, |h| < 1/2, k ∈ R , где λ = m + σ,  m = 

0, 1, 2, . . . , 0 < σ ≤ 1, с нормой f Hλ,k = f Cm  + 

sup 
x,x+h∈D, |h|<1/2 

|f (m)(x+h)−f (m)(x)|; 
σ  1  

|h| 

31. Пространство hλ,k ⊂ Hλ,k содержит функции f (x), для кото- 

рых lim 
h→0 

|f (m)(x+h)−f (m)(x)| , x + h, x ∈ D, 0 < |h| < 1/2; 
σ  1  

|h| 

32. Пространство A(D) содержит ограниченные и непрерывные на 

замыкании открытого множества D комплексные функции, ко- 

торые являются аналитическими с нормой  f  = sup |f (z)|; 
z∈D 

33. Пространство AP — линейное пространство непрерывных по- 

чти периодических функций вещественного переменного с нор- 

мой  f  = sup |f (t)|. Функция f (t) называется почти пе- 
−∞<t<+∞ 

риодической, если для каждого ε > 0 существует такое L > 0, 

что каждый интервал вещественной оси длиной не меньше 

L содержит такую точку x, что |f (t) − f (t + x)| <  ε при 

−∞ < t < ∞. 

34. Гильбертово пространство — линейное векторное пространство 

V над полем C комплексных чисел, с функционалом (·, ·) опре- 

деленным на V ×V , который удовлетворяет свойствам (см. гла- 

ву I). 

Пример в En : (x, y) = 
n 

 
i=1 

αiβ̄ i , 

Пример в l2 : (x, y) = 
∞ 

i=1 
αi β̄ j , 

Пример в L2(X, Σ, µ): (f, g) = 
X 

f (x)g(̄x) µ(dx); 
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∂α1 x ∂α2 x ...∂αnxn 

p 

  

p 

Σ 

i 

1+|αi| 

p 

,, 

35. Пространство TM (X, Σ, µ) состоит из определенных на X 

вполне измеримых функций f, где µ — положительная мера. 

Метрикой в TM (X, Σ, µ) является ρ(f, g) = |f − g|, где |f | = 

inf {α + arctg µ(S(|f | > α))}, S(|f | > α) = {s ∈ S : |f (s)| > α}; 
α>0 

36. Пространство s состоит из числовых последовательностей x = 
Σ∞  

 1 |α |  

37. Пространство Lp, loc(D), где p ≥ 1 содержит измеримые функ- 

ции f (x) ∈ Lp(K), где K — любой компакт в D. 

38. Пространство Соболева Wm(D) = {f (x) ∈  Lp(D) | Dαf ∈ 

Lp(D), |α| ≤ m}, где |α| = α1 + α2 + . . . + αn — длина муль- 

тииндекса α, m ∈ N, p ∈ [0, ∞], Dαf (x) = ∂|α|f (x) 
. 

1 2 

Wm(D) — пространство, образованное пополнением простран- 
ства {f (x) ∈ Cm(Ω) |  f m,p < ∞}, по норме f m,p = 

,
,  

0≤

Σ

α≤m 

 

 Dαf p 

1 
 

p 

, p ∈ [1, ∞), 

 

 
. Пространство Wm(D) пол- 

max 
0≤α≤m Dαf ∞, p = ∞. 

но при 1 ≤ p ≤ ∞, рефлексивно при 1 < p < ∞, сепара- 

бельно при 1 ≤ p < ∞ и гильбертово при p = 2, причем 

(u, v) = (Dαu, Dαv) . 
0≤|α|≤m 

39. Идеальные пространства 

Пусть M(Ω, Σ, µ) — пространство всех вещественных измери- 

мых почти всюду конечных функций на Ω, где (Ω, Σ, µ) — σ- 

конечная полная мера. Пространство M линейно, полуупоря- 

доченно x, y ∈ M, x ≤ y если x(t) ≤ y(t) почти всюду на Ω. 

Для x ∈ M считаем |x| = |x(t)|. M — полное пространство в 

{ai} с метрикой ρ(x, y) = |x − y|, где |x| = i ; 2 
i=1 
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∞ ∫ 

S 

Ω 
M 

метрике  

 

ρ(x, y) = 

 

Σ

n=1 

 

2−n 
 

 

µ(Ωn) 
Ωn 

 

|x(t) − y(t)| 

1 + |x(t) − y(t)| 

 
dµ(t), 

где Ωn ∈ Σ, Ω = n Ωn, Ωn ∩ Ωm = ∅ при n ̸= m, µ(Ωn) ̸= 0. 

Идеальным пространством (ИП) Ω называется линейное мно- 

жество X в M такое, что из x ∈ X, y ∈ M, |y| ≤ |x| следует 

y ∈ X. 

Носителем функции x называется множество supp x = {t ∈ 

Ω: x(t) ̸= 0}. Носитель пространства X — это наименьшее из- 

меримое множество, вне которого все функции из X равны ну- 

лю. Носители определяются с точностью до множества нулевой 

меры. 

Пусть Ω — носитель пространства X, обозначим X(Ω). ИП 

с монотонной квазинормой называется квазинормированным 

идеальным пространством (КНИП), причем x  =  |x| . То- 

пология КНИП метризуема и при c > 1. Обычным образом 

вводятся понятия сходящейся последовательности, последова- 

тельности Коши, полноты. Полное КНИП называется квазиба- 

наховым идеальным пространством КБИП. 

40. Пространства Орлича 

Классом Орлича называют множество 

0 =

  

x ∈ M(Ω, Σ, µ): 
∫ 

M (|x(ω)|) dµ < +∞

  

, где M (u) — 

N -функция, т.е. она четна и удовлетворяет условиям 

lim 
u→0 

M (u) 
 

 

u 
= 0, lim 

u→∞ 

M (u) 
 

 

u 
= ∞. 

Дополнительная к N -функции M (u) определяется равенством 

M ∗(u) = sup{uv − M (v): − ∞ < v < +∞}. M ∗(u) — N - 

L 
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M 

M 

1 
∫ 1 

∫ 

λ 

  

L 

функция, причем M ∗∗(u) = M (u). Любая N -функция явля- 

ется возрастающей на [0, ∞) и выполняется неравенство Юн- 

га |uv| ≤ M (u) + M ∗(v). N -функция удовлетворяет ∆1 усло- 

вию, если существуют такие постоянные k > 0 и u0 > 0, что 

при u, v ≥ u0 выполняется неравенство M (uv) ≤ kM (u)M (v); 

и удовлетворяет ∆2 условию, если M (2u) ≤ kM (u). Пусть 

(Ω, Σ, µ) — пространство с конечной мерой. Класс Орлича ли- 

неен, когда выполняется ∆2 условие, при этом L∞ ⊂ L0 . Для 

любой функции x ∈ L0 имеет место интегральное неравенство 

Иенсена 

M 
µ(Ω) 

Ω 

x(ω) dµ

 

≤ 
µ(Ω) 

Ω 

 

 
M (x(ω)) dµ. 

Через LM = LM (Ω) обозначим множество классов эквивалент- 

ных функций x ∈ M(Ω, Σ, µ), для каждой из которых найдет- 

ся такое число λ = λ(x) > 0, что 
∫

Ω M
  

|x(ω)|
  

dµ < ∞. LM — 
БИП относительно любой из эквивалентных норм: норма Ор- 
лича 

 x  O = sup 

,
, ∫ 

,
, 

норма Люксембурга 

,,
Ω|xy| dµ : 

∫
Ω M ∗(|y|)≤1 

,, 

 x  = inf

  

λ : inf M

  
|x(ω)|

  

dµ ≤ 1

  

, 
Ω λ 

причем  x  L ≤ x  O ≤ 2  x  L. LM сепарабельно, если N - 

функция M (u) удовлетворяет ∆2 условию. Для любой пары 

функций u ∈ LM,  v ∈ LM∗ справедливо неравенство Гельдера 

 
∫

Ω u(ω)v(ω) dµ ≤ u  LM  v  LM ∗ , т.е. LM ⊂ L1. 
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∫ 

∫ 

  

41. Пространство Марцин- 
 

кевича Mφ = Mφ(Ω) =

  

x : x  Mφ 

 
= sup 

D⊂Ω 

 
φ(µ(D)) 

µ(D) D |x(ω)| dω,

  

где x измеримая на Ω Φ-функция (неубывающая, определен- 

ная на (0, ∞) функция, удовлетворяющая условию lim φ(λ) = 
λ→0 

lim  λ  = 0). Дополнительная для φ ∈ Φ определяется равен- 
λ→0 φ(λ) 

ством φ∗(λ) = λ/φ(λ) ∈ Φ. 

42. Пространство Лоренца — двойственное к пространству Мар- 

цинкевича, состоящее из измеримых на Ω функций x с конеч- 

ной нормой x  Λφ = sup{|(x, y)| : y  Mφ∗ ≤ 1}. Λφ и Mφ∗ — 

двойственные друг к другу совершенные БИП. 

 

§11.  Пространства Лебега 

Пусть p ∈ [1, ∞), D = (a, b) ⊂ R, тогда множество Lp = Lp(D) 

всех измеримых на D функций f (x), для которых |f (x)|p dx < 
D 

∞ является линейным нормированным пространством с нормой 

 

 f Lp(D) = 
 

D

∫ 
|f (x)|p dx 

1 
 

p 

(выполняются все аксиомы линейного 

пространства и аксиомы нормы). 

В случае p = ∞, получим f L∞(D) = ess sup |f (x)|, где 
x∈D 

ess sup |f (x)| = inf 
N 

sup 
x∈D\S 

|f (x)| — существенный супремум функции 

|f (x)|, где S — множество нулевой меры. Существенным супрему- 

мом ess sup или vrai sup функции f : D → R называется нижняя 

грань множества чисел a, что f (x) ≥ a, x ∈ D почти всюду, или 

ess sup f = inf{a ∈ R: µ({x : f (x) > a}) = 0}. Далее 1 ≤ p ≤ ∞ 

две функции из Lp(D) равны если они равны почти всюду. 

Свойства пространства Lp(D) 
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∫ 

p + 

  

m 

Σ 
p 

p + 

2 2 

p p 

+ f1 f2 

¨ 
1 

2 ¨L + ̈  
1 

2 ¨L ≤ 
2 

f1 
p 
L p (D) + 

2 
f2 

p 
L p (D) 

p−1 

¨ 2 ¨ ¨ 2 ¨ ≤ 
2 

p 
Lp(D) 

+ 
2 

q 

q 

1. неравенство Минковского 

 f + g  Lp(D) ≤ f Lp(D) +  g  Lp(D), 

неравенство треугольника в Lp(D) (знак равенства возможен, 

если функции f и g линейно зависимы); 

2. однородность  c · f 
Lp(D) = |c| · f 

L
p(D); 

3. полнота пространства Lp(D): 

пусть fk ∈ Lp(D) и lim  
k,l→∞ 

ция f∗ ∈ Lp(D), что  lim 
k→∞ 

4. неравенство Гельдера 

fk −fl  Lp(D) = 0, то существует функ- 

fk − f∗  Lp(D) = 0; 

|f (x)g(x)| dx ≤ f Lp(D) · g(x)  Lq (D), 

D 

где f (x) ∈ Lp(D), g(x) ∈ Lq(D), p и q — сопряженные числа, 

т.е. 1 1 = 1 (при p = 0, q = ∞ и наоборот). 

Обобщенное неравенство Гельдера 
∫  Ym  

fi(x) dx ≤ 
Y 

f ,  i  Lpi(D) 

D 
 
i=1   i=1 

где fi(x) ∈ Lpi(D), 
m 

 
i=1 

1 = 1. 
i 

5. неравенства Кларксона: пусть f1, f2 ∈ Lp(D), 1 1 = 1, тогда 

1) если 1 < p ≤ 2, 

¨
f + f 

¨q ¨
f − f 

¨q  
1 

 
 1 

 

   1 

2) если 2 ≤ p < ∞, 

¨f1 + f2 ̈  ¨f1 − f2 ̈  1 
 

 1 
  

(D) (D) 

, 

p 
Lp(D) 

; 

p p 

L p (D) L p (D) 
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∫ ∫ ∫ ∫ ∫∫ 

∫ ∫ ∫ ∫ 

 p, 
, 

  

∫ 
, 

p 

∫ 

0 

6. если 1 ≤ p1 < p2, то Lp2 (D) ⊂ Lp1 (D) и 

 1  −  1  

 f Lp1 (D) ≤ C · f Lp2 (D), где C = (µ(D))p1 p2 . 

7. теорема Фубини (изменение порядка интегрирования): 

пусть D1 = (a, b), D2 = (c, d), где −∞ ≤ a < b ≤ ∞, −∞ ≤ 

c < d ≤ ∞ и пусть f (x, y) — измеримая на Di × D2 функция. 

Если сходится хотя бы один из интегралов 

dx f (x, y) dy, dy f (x, y) dx, f (x, y) dxdy, 

D1 D2 D2 D1 D1×D2 

то они совпадают. 

8. формула Дирихле (частный случай теоремы Фубини): 
 

b x b 

dx f (x, y) dy = 

a a a 

b 

dy f (x, y) dx. 

y 

9. обобщенное неравенство Минковского: 

,
,
∫ 

,,
D1 

dx 

∫ 
1 

 

p 

f (x, y) dy ≤ 
,, 

D2 

dy 

,
,
∫ 

,,
D1 

1 
 

 

|f (x, y)|p dx

,  
. 

,, 

10. непрерывность в целом: 

пусть f (x) ∈ Lp(D), 0 ≤ p < ∞, тогда 
 

lim 
h→0 

|f (x + h) − f (x)|p dx = 0. 

D 

11. класс C∞(D) бесконечно дифференцируемых и финитных в D 

функций плотен в Lp(D), 0 ≤ p < ∞. 

D2 
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∫ ∫ 

∫ ∫ 

  ∫   ∫   ∫ 

¨ 1  ̈

  ∫   ∫   ∫ 

12. предельный переход под знаком интеграла: 
 

lim 
h→0 

D 

f (x, h) dx = 

D 

lim f (x, h) dx, 
h→0 

где существует суммируемая мажоранта F (x) такая, что 

|f (x, h)| ≤ F (x) ∈ L1(D); 

13. последовательность {fk} ∈ Lp(D) слабо сходится к f  ∈ Lp(D), 

если fkφ dx = fφ  dx, для любых φ ∈ Lq(D). 
D D 

Важным подпространством пространства L∞(D) является про- 

странство C(D) — пространство равномерно непрерывных на D 

функций с нормой  f C(D) = sup |f (x)|. Заметим, что равномерно 
x∈D 

непрерывная функция будет непрерывной, если D — компакт. 

 

§12. Анизотропные пространства Лебега 

Пусть p = (p1, . . . , pn), pi ≥ 1. Рассмотрим множество измери- 

мых функций Lp(D), где D = D1 × D2 × . . . × Dn = (a1, b1) × 

(a2, b2) × . . . × (an, bn), для которых существует и конечен интеграл 
bn bn−1 b1 p   pn   1  

 
 
 

 

an an−1 

 
. . . |f (t)|p1 dt1 

a1 

2 
1 

. . . dtn−1 

pn−1 

dtn 
pn 

, 

где D — параллелепипед в Rn, t = (t1, t2, . . . , tn). Множество Lp(D) 

(1 ≤ p ≤ ∞) удовлетворяет всем аксиомам нормы и является пол- 

ным, т.е. является банаховым функциональным пространством с 

нормой Lp(D) = . . . f Lp (D1) . . . = 
Lpn (Dn) 

bn bn−1 b1 p pn 1 
 
 
 

 

an an−1 

 
. . . |f (t)|p1 dt1 

a1 

2 
1 

. . . dtn−1 

 
 pn−1 

dtn 

 
 

pn 

. 

  p 

  p 
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  ∫   ∫   ∫ 

∫ ∫   

+ 

      

      

p2 

Заметим, что при равных ком- 

понентах вектора p = (p1, p2, . . . , pn) = (p, p, . . . , p) анизотропное 

пространство обратится в пространство Лебега Lp(D) = Lp(D) : 

bn bn−1 b1 p p 1 

 f Lp(D) = . . . |f (t)|p 

an an−1 a1 

p p p 

dt1 . . . dtn−1 dtn = 

  ∫bn 
 

 
 

bn−1  
. . . 

b1 

|f (t)|p 

 
1 
p 

dt1 . . . dtn−1dtn = 
an an−1 

=

  ∫ 

a1 

 

|f (t)|p dt 

 

 
1 

 

p 

=  f Lp 

 

 

(D). 

Для любой измеримой функции f (x) и любого 1 ≤ p ≤ ∞, (1 = 

(1, 1, . . . , 1), ∞ = (∞, ∞, . . . , ∞)) справедливо равенство 

 f Lp(D) = 
  

 sup 

∫ 

|f (x)g(x)| dx, 
g Lq(D)=1 

D 

где q = (q1, q2, . . . , qn) — сопряженный для p мультииндекс, т.е. 
1  1 
pi qi 

 
 

= 1, i = 1, n. 

Все рассмотренные ранее свойства пространства Lp(D) справед- 

ливы и для анизотропного пространства Лебега Lp(D). 

Порядок, в котором берутся нормы в анизотропном пространстве 

Лебега по отдельным переменным, является существенным так как 

даже в простейшем случае 

 ∫b2 ∫b1  

|f (t)| 

 
p1 dt1 

p2 
p1 

dt2 
1  ∫b1 ∫b2 

 

 

 

|f (t)| 

 
p2 dt1 

p1 1 
p2 p1 

dt1 , 

a2 a1 a1 a2 

̸= 

= 

D 
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(p 

 

1
 = 

∫ 

 

0 1 

f2 = 

∫ 
 

1
 

 

= 

∫ 

 

1 2
 

fi = 

∫ 

D1 

 

= 

∫ 

 

p2 

2 

а именно при 1 ≤ p1 ≤ p2 ≤ ∞ имеет место неравенство 

 ∫b2 ∫b1  

|f (t)| 

 
p1 dt1 

p2 
p1 

dt2 

1  ∫b1 ∫b2 
 

 
 

 

|f (t)| 

 
p2 dt1 

p1 1 
p2 p1 

dt1 

a2 a1 a1 a2 

(12.1) 

или при 1 ≤ p1 ≤ p2 ≤ ∞, f L (D1×D2) ≤  f L (D2×D1). 
1,p2) (p ,p1) 

Рассмотрим ранжирование некоторых компонентов мультиин- 

декса p и соответствующих перестановок переменных интегри- 

рования, допуская, что координаты аргумента функции неизмен- 

ны, расположены в произвольном порядке, как и соответствующие 

этим переменным компоненты мультииндекса p. (в этом принци- 

пиальное отличие от подхода Романовского, предполагающего пе- 

рестановку координат аргумента функции.) 

Пусть Di = (ai, bi) ∈ R1 и D = D1 × D2 × . . . × Dn ∈ Rn — конеч- 

ный параллелепипед в Rn и пусть мультииндекс p = (p1, p2, . . . , pn) 

состоит из действительных чисел pi, 1 < pi < ∞. Предположим, 

что f = f (t) ∈ Lp(D). Введем обозначения 

f0 = f 

f1 = 

∫ 

1 
p1 

|f |p1 dt 

 

D1 

1 
p1 

|f |p1 dt 

 

D2 

∫ 

p2 
p1 

|f |p1 dt 

1 
p2 

dt2  

 

D2 

1 
p2 

fp2 dt 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 
 

Di 

. . . 

∫ 
p2 
p1 

|f |p1 dt 

1 
pi 

. . . dti  

 

Di 

 

 
pi 
i−1 

1 
pi 

i
 

≤ 

      

D1 

D1 

 

1
 f dt 
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Dn 

 

! ! 

! 

. . . 

∫ 
 

, 

∫ 

  

  

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 

 
fn =  f Lp 

(D) = 

 
∫ 

 
pn 
n−1 

1 
 

pn 

n
 . 

 
Выражение fi будем называть i-ым уровнем анизотропной Lp- 

нормы функции f . Таким образом 

f0 — нулевой уровень (совпадает с функцией), 

 

f1 = 

1 
p1 

|f |p1 dt1 = 
∫ 

|f0|p1 dt1 

1 
p1 

— первый уровень, 

и т.д., 
D1 D1 

1 pi 

fi = 

D

∫

i 

pi 
i−1 dti — i-ый уровень, 

и, наконец, 
1 pn 

fn = 

D

∫

n 

pn 
n−1 dt1 —n-ый уровень, равный полной Lp-норме 

функции f . 

Как видим, в этих обозначениях любой i-ый уровень просто вы- 

ражается через (i − 1)-ый уровень полной нормы. Этим мы вос- 

пользуемся для доказательства следующего утверждения. 

Лемма 1.12.1. (о частичном ранжировании Lp-нормы [3]). 

Предположим, что pm = max{pi, pi+1, . . . , pm−1, pm}. Тогда для лю- 

бого 1 ≤ i < m выполняется неравенство 
 

 

 

 

 f Lp 
(D) = fn ≤ 

,

,∫ 

,,Dn 

 

Di 

 
∫ 

 

 

 

 
pm 
i−1 

 
pi 

pm 

m
 

dti

 

 

pi+1 
pi 

1 
pn 

. . . dtn

,, 

. 

,
,
, 

 

Dm 

f dt 

f 

! 

f 

f dt 

(12.2) 
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f m−1 dt 
 

 , 

 

0 1 = 

 
∫ 

 

1
 

∫ ∫ 
f m−1 dt 

 

 

 
∫ 

  

∫ 

 

Другими словами — любой из уровней полной нормы мо- 

жет определятся наибольшей степенью pm в наборе чисел 

(pi, pi+1, . . . , pm) при этом исходная Lp-норма функции окажется 

не больше частично ранжированной нормы. 

□ Для любого m < n можем написать полную Lp-норму функ- 

ции f  в виде 

 

 

fn = 
,,

,

∫ 
, 

. . . 

 

 
 
∫ 

p 

 

m−2 m−1  

 
pm 

pm−1 

pm+1 
pm 

 

dtm  

 
. . . dtn 

1 
pn 

,, 
. , 

,,Dn Dm Dm−1 
,, 

Отметим, что здесь наименьшее m = 2 при этом правая часть нера- 

венство (12.2) будет иметь внутренним интегралом выражение 

f1 = 
 
∫ 

1 
p1 

|f |p1 dt 

 

D1 

1 
p1 

|f |p1 dt , 

являющееся первым уровнем полной нормы; но тогда неравенство 

(12.2) окажется равенством, которое заведомо справедливо и, по- 

этому, далее считаем, что m > 2. 

По предположению 1 < pm−1 ≤ pm < ∞. Воспользуемся нера- 

венством (12.1) для соседних уровней m − 1 и m. В результате 

получим 

 

Dm 

 

 

 

 

 

Dm−1 

p 

 

m−2 m−1  

pm 
pm−1 

pm+1 
pm 

dtm  ≤ 

≤ 

 

∫ 

 
 

 

 
pm 
m−2 

 

 

 
pm−1 

pm 

m
 

pm+1 
pm−1 

dtm−1  . 

Dm 

D1 

f dt 

Dm−1 
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m 

 
, 

. . . 

∫ ∫ 
 

, 

1 n 

 

1
 

, 

∫ ∫ 

 

Тогда 

 

 

fn ≤ 

,

,
,

∫ 

, 

 

. . . 

  

  

 

 

 

 
pm 
m−2 

 

dt 

 

 

 

 

 
pm−1 

pm 

 
 

 
pm+1 
pm−1 

dtm−1  

 

 

 
. . . dtn 

 

 
1 

 pn 

,
,
 

. , 
,,Dn Dm−1 Dm ,, 

Как видим, мы поменяли порядок интегрирования по переменным 

tm−1, tm в выражении полной нормы fn. При этом интегрирование 

по tm оказалось на уровень ниже т.е. на (m − 1)-ом уровне. А т.к. 

pm = max{pi, pi+1, . . . , pm−1, pm}, то данный процесс последователь- 

ной попарной перестановки порядка интегрирования в выражении 

полной нормы fn можно продолжить до любого уровня i < m, если 

только известно, что pi ≤ pm. При этом интеграл по переменной tm 

окажется на месте i-го интеграла (по переменной ti): 

fn ≤ 

,

,

,∫ 

,,Dn 

 

Di 

 

 
Dm 

 
 

 
pm 
i−1 

 
pi 

pm 

m
 

dti

 

 

pi+1 
pi 

1 
 

pn 

. . . dtn

, 

. 

,
,
, 

Таким образом получено неравенство (12.2). ■ 

Теорема 1.12.1. (о полном ранжировании Lp-нормы) Пусть 

функция f = f (t1, t2, . . . , tn) ∈ Lp(D) и D = (a1, b1) × . . . × (an, bn) 

— конечный параллелепипед в Rn. И пусть p∗ = (pα , . . . , pα ) 

— мультииндекс, полученный ранжированием мультииндекса p: 

pαi ≥ pαi+1. Тогда 
 

 

 

 

 f Lp 

(D) = 

,

,∫ 

, 

 

∫ 
. . . 

 
∫ 

 
p2 
p1 

|f |p1 dt 
. . . dtn−1

 

 

pn 
pn−1 

1 
 

pn 

dtn

,,  
≤ 

, 
,,Dn Dn−1 D1 

,, 

f 

f dt 
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,p 

∫ 

p q 

∫ ∫ 

∫ 

 ≤ 

,

,

, ∫ 

 

. . . 
 
∫ 

 

 
|f |pα1 dtα 

 
pα2 
pα1 

 

 

 
. . . dtα 

 

n−1  

pαn 
pαn−1 

 

 
dtαn 

1 
αn 

,, 
, 

,
,,Dαn Dαn−1 

 

Dα1 

 

   

 
,, 

 f 
Lp(D) ≤ f 

Lp∗(D∗) . (12.3) 

 

□ Пусть pα1 = max{p1, p2, . . . , pn}. Тогда из леммы о частичном 

ранжировании Lp(D)-нормы вытекает неравенство (12.3), где ин- 

теграл по tα1 оказывается первым уровнем Lp(D)-нормы функции 

f . Аналогичное действие производим с интегралами над первым 

уровнем fα1 полной Lp(D)-нормы. Получим неравенство, где пер- 

вые два уровня Lp(D)-нормы занимают интегралы по tα1 и tα2 . 

Продолжая это действие, в конечном итоге получим неравенство 

(12.3). ■ 

Неравенство Гельдера для ранжированной Lp(D)-нормы содер- 

жит 

Теорема 1.12.2. Пусть p = (p1, . . . , pn), pi > 1 и q сопряжен- 

ный мультииндекс. И пусть φ ∈ Lp(D) и ψ ∈ Lq. Тогда 

|φ(t) ψ(t)| dt ≤ φ  L ∗(D∗)  ψ  L ∗(D∗) , (12.4) 

D 

где p∗ — мультииндекс, ранжированный по невозрастанию, a q∗ 

— мультииндекс, ранжированный по неубыванию. 

□ Очевидно 

|φ(t) ψ(t)| dt = |φ(t) ψ(t)| dt . 

D D∗ 

n , bα n ) × . . . × (aα 1 где D∗ = (aα , bα ). Т.е. 

1 

1 
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D 

∞ ∫ 

S 

∫ 

Здесь переменные интегрирования в правой части равенства рас- 

ставлены в соответствии с ранжированием мультииндекса p. Те- 

перь неравенство (12.4) вытекает из неравенства Гельдера для ани- 

зотропных норм: 

|φ(t) ψ(t)| dt ≤ φ  Lp∗(D∗)  ψ  Lq∗(D∗) , 

∗ 

При этом, в связи с выполнением условия сопряжения парамет- 

ров мультииндексов p и q и сопряжения мультииндексов p∗ и q∗, 

получаем два неравенства 

1 1 
— 

pi pαi 

≥ 0 , 
1 1 

— 
qi qαi 

≤ 0 , 

из которых следует, что мультииндексы p∗ и q∗ получены ранжи- 

рованием мультииндексов p и q в противоположных смыслах. ■ 

 
§13. Квазинормированные пространства 

Пусть M(Ω, Σ, µ) — пространство всех вещественных измеримых 

почти всюду конечных функций на Ω, где (Ω, Σ, µ) — σ-конечная 

полная мера. Пространство M линейно, полуупорядоченно x, y ∈ 

M, x ≤ y если x(t) ≤ y(t) почти всюду на Ω. Для x ∈ M считаем 

|x| = |x(t)|. M — полное пространство в метрике 

 

ρ(x, y) = 
Σ

n=1 

2−n 
 

 

µ(Ωn) 
Ωn 

|x(t) − y(t)| 
 

 

1 + |x(t) − y(t)| 
dµ(t), 

где Ωn ∈ Σ, Ω = n Ωn, Ωn ∩ Ωm = ∅ при n ̸= m, µ(Ωn) ̸= 0. 

Идеальным пространством (ИП) Ω называется линейное множе- 

ство X в M такое, что из x ∈ X, y ∈ M, |y| ≤ |x| следует y ∈ X. 

Носителем функции x называется множество supp x = {t ∈ 

Ω:  x(t) ̸= 0}. Носитель пространства X — это наименьшее изме- 
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римое множество, вне которого все функции из X равны нулю. 

Носители определяются с точностью до множества нулевой меры. 

Напомним, что квазинормой на V , называется неотрицательный 

функционал  · , сопоставляющий каждому x ∈ V число  x  ≥ 0 

такое, что 

1.  x  = 0 ⇔ x = θ, θ — почти всюду нулевая функция; 

2.  λx  = |λ| x  ; 

3.  x + y  ≤ c(  x  +  y  ). 

Квазинорма  ·  монотонна, если |x| ≤ |y| ⇒  x  ≤  y  . 

Квазинорма задает топологию на X с базисом окрестностей вида 

{x ∈ X : x  < ε, ε > 0}. При c = 1 квазинорма является нормой, 

где метрика d(x, y) =  x − x0  определяет топологию. 

Пусть Ω — носитель пространства X, обозначим X(Ω). ИП с 

монотонной квазинормой называется квазинормированным иде- 

альным пространством (КНИП), причем x  =  |x| . Топология 

КНИП метризуема даже при c > 1. Обычным образом вводятся по- 

нятия сходящейся последовательности, последовательности Коши, 

полноты. Полное КНИП называется квазибанаховым идеальным 

пространством КБИП. 

Свойства КНИП X 

1. сходящаяся по квазинорме к x ∈ X последовательность {xn} ⊂ 

X сходится к x и по мере; 

2. каждая последовательность Коши {xn} ⊂ X сходится по мере 

к функции x ∈ M, т.е. каждое КНИП X непрерывно вложе- 

но в пространство M, а каждое ограниченное по квазинорме 
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Σ 

множество E ⊂ X ограничено в линейном топологическом про- 

странстве M; 

3. если последовательность {xn} ⊂ X сходится к x по квазинорме, 

то существует подпоследовательность {xnk }, неотрицательная 

функция r ∈ X и числовая последовательность {εk} ↓ 0 такие, 

что |xnk − x| < εkr; 

4. если 0 ≤ xn ↑ — последовательность Коши в X, то {xn} схо- 

дится к x ∈ X по квазинорме и существует x = sup xn ∈ X. 

Квазинорма в КНИП X порядково непрерывна, если 0 ≤ xn ↓⇒ 

 xn  → 0; монотонно полна, если 0 ≤ xn ↑ и xn  ≤ a < ∞ ⇒ 

∃ sup xn ∈ X; порядково полунепрерывна, если 0 ≤ xn ↑ x ∈ X ⇒ 

 xn  →  x  . Если квазинорма порядково непрерывна, то множе- 

ство {y = 
n 

 
k=1 

λkχEk : Ek ∈ Σ, Ei ∩ Ej = ∅(i ̸= j), χ Ek  ∈ X, k = 

1, 2, . . .} в КНИП X. Если квазинорма монотонно полна в КНИП X, 

то это КБИП X. Квазинорма порядково полунепрерывна в КНИП 

X тогда и только тогда, когда для кажной последовательности 

{xn} ∈ X, сходящейся по мере к x ∈ X, выполнено неравенство 

 x  ≤ lim  xn  . Единичный шар BX = {x ∈ X : x  ≤ 1}, где X 

— КНИП с монотонной порядково полунепрерывной квазинормой, 

замкнут в M, т.е. если последовательность {xn} ⊂ BX сходиться 

по мере к x ∈ X, то x ∈ BX. Lp([0, 1]) (0 < p < 1) — ненорми- 

руемое КБИП с порядково непрерывной, монотонной и порядково 

полунепрерывной квазинормой. 

КНИП X называется почти совершенным если квазинорма по- 

рядково полунепрерывна; совершенное, если кавазинорма монотон- 

на и порядково полунепрерывна; правильно, если порядково непре- 

рывна; вполне правильно, если порядково непрерывна и монотонна. 
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x∈E 

  

z Z ≤ 1 < ∞ 

  

. 

Ω 

0 
∫ 

Квазинорма абсолютно непрерывна, если lim 
n→∞ 

 χΩnx  = 0 или 

lim  µ(D)→0 χDx  = 0 (µ(Ω) < ∞, D ⊂ Ω, D ∈ Σ), где {Ωn} — убываю- 

щая последовательность измеримых множеств с пустым пересече- 

нием, χΩn — характеристическая функция множества Ωn ⊂ Ω. 

Множество 

E ⊂ X абсолютно ограниченно, если lim sup χΩnx  = 0 или 

lim sup 
n→∞ x∈E 

 χDx  = 0 (µ(Ω) < ∞, D ⊂ Ω, D ∈ Σ), где {Ωn} — убы- 
µ(D)→0 
вающая последовательность измеримых множеств с пустым пере- 

сечением. В правильном КБИП X = X(Ω) сходимость xn → x по 

квазинорме равносильна сходимости xn → x по мере и абсолют- 

ной ограниченности множества {xn}. Множество E в правильном 

КБИП X компактно тогда и только тогда, когда оно компактно по 

мере и абсолютно ограничено. 

Пусть X = X(Ω)  и  Y = Y (Ω) — КБИП. Y/X = {c : ∀x ∈ 

X, cx ∈ Y,   c  Y/X = sup{ cx  Y :  x   ≤ 1}}, где c — из- 

меримые на Ω функции. Y/X  — КБИП. Двойственным к КИП 
Z  =  Z(Ω) пространством называется пространство Z′(Ω)  = 
  

f : suppf ⊂ Ω, ∀z ∈ Z, f Z′ = sup

  

|(f, z)| = 
∫ 

f (t)z(t) dµ : 

Пусть u0(t) ∈ M(Ω, Σ, µ) — неотрицательная измеримая функ- 

ция. Пространства Eu0 = {x(t):  x  Eu0  = inf{λ : |x| ≤ λu0} < ∞}, 

где x(t) — измеримые на Ω функции, и E′u0 = {x(t): x  E′u = 

|x(t)|u0(t) dµ} совершенные, двойственные друг к другу про- 
Ω 

странство, причем E′u0 — правильное. 

Операции пересечения и суммы КНИП определяются следую- 

щим образом: 
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1. X1 ∩ X2 = {x ∈ X1 ∩ X2 : x  X1∩X2 = max{ x  X1 , x  X2 } < ∞}; 

2. X1 + X2 = {x = x1 + x2, x1 ∈ X1, x2 ∈ X2 : x  X1+X2 = 

inf{ x1  X1 +  x1  X2 } < ∞}. 

Пусть T и S — заданные множества с выделенными в них σ- 

алгебрами Σ(T ) и Σ(S), на которых заданы полные σ-конечные и 

счетно-аддитивные меры µ и ν, µ × ν — произведение этих мер, 

определенное на произведении Σ(T ) × Σ(S) σ-алгебр Σ(T ) и Σ(S), 

M(T × S) — пространство измеримых на T × S функций. Пусть 

X = X(T ) и Y = Y (S) — КНИП. Пространством со смешанными 

квазинормами называется пространство Y [X] всех измеримых по 

совокупности переменных функций x(t, s) на T × S, удовлетворя- 

ющих условиям: 

1. почти при всех s функция x(·, x) ∈ X; 

2.  x(·, s)  X ∈ Y. 

В Y [X] вводится квазинорма  x  Y [X] =   x(·, s)  X  Y . Y [X] — 

КНИП, т.к. квазинорма монотонна. Пусть Y (X) — пространство 

ν измеримых вектор-функций x(s) со значениями в X таких, что 

x → x(s)  X ∈ Y.  x  Y (X) =  x  Y [X], т.е. Y (X) изометрически 

вкладывается в Y [X] и совпадает при отождествлении элементов 

и если X, Y — порядково непрерывны. 

Важнейшим примером пространства со смешанными квазинор- 

мами является пространство Lp, где p = (p1, p2), (0 < p1, p2 ≤ ∞). 

Оно состоит из измеримых на T × S функций x(t, s), для которых 
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,, 

, 
Lp 

Lp 

Lp 

Lp 

1 
конечна квазинорма x  Lp = x(·, s) Lp Lp , где 

2 

,
,
  

Ω

∫ 
|z(ω)|pi dω

  1/pi 

, 0 < pi < ∞ 
z Lpi 

= 

ess sup |z(ω)|, pi = ∞. 

При p1, p2 ≥ 1 Lp — БИП. Этот случай более подробно рассмотрен 

в предыдущем параграфе, при p = (p1, p2, . . . , pn) в многомерном 

пространстве, такие пространства называются анизотропными про- 

странствами Лебега. Если хотя бы одно из чисел pi < 1, то Lp — 

КНИП, топология в котором определяется метрикой 

 

 

 

ρ(x, y) = 

,,
,

, 

 

,, 

 x − y  p2 ,  0 < p2 ≤ 1, p1 ≥ p2, 

 x − y  p1 ,  0 < p2 ≤ 1, 0 < p1 < p2, 

x − y  p2 , 0 < p1 ≤ 1, p1 ≥ p2 > 0, 

x − y  p1 ,  0 < p1 ≤ 1, p1 < p2. 

В КНИП Lp квазинорма абсолютна непрерывна и обладает свой- 

ствами порядковой непрерывности и монотонности при 0 < p1, p2 < 

∞; и не абсолютно непрерывна, но обладает свойствами монотон- 

ности и порядковой полунепрерывности, если хотя бы одно pi = ∞. 

Lp — КБИП т.к. квазинорма монотонна. 
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α 

αm 

∫ 

ГЛАВА III 

ЧАСТНО-ИНТЕГРАЛЬНЫЕ ОПЕРАТОРЫ В 

АНИЗОТРОПНЫХ ПРОСТРАНСТВАХ ЛЕБЕГА 

 
§14. Частно-интегральные операторы 

Частные интегралы (далее примем обозначение ЧИ) в Rn будем 

изучать в следующем виде [1, 13, 14, 15] 

(K(m)u)(x) =  

∫ 

kα(x; tα) u(xᾱ , tα) dtα, 1 ≤ m < n , 
(m) 
α 

где tα переменные интегрирования частного интеграла, x ᾱ  
 
— (n-m) 

мерный вектор, номера координат которого не совпадают с номе- 

рами переменных интегрирования tα и 

(m) 
α 

(1) 
α1 

× . . . × D(1) = (aα1 , bα1 ) × . . . × (aαm , bαm ) 

— m-мерный параллелепипед с гранями параллельными коорди- 

натным плоскостям. 

Вначале рассмотрим самые простые способы определения много- 

мерных линейных частно-интегральных операторов (далее примем 

сокращения — ЛЧИ-операторов). Начнем с двумерных. Такие опе- 

раторы определены в [7], в виде суммы операторов 

K = K0 + K1 + K2 + K3, 

действие каждого из них на функцию u = u(x), x = (x1, x2) опре- 

делено выражениями 

K0  : (K0u)(x) = k0(x)u(x), (14.1) 
 

 

K1  : (K1u)(x) = 

D1 

k1(x, t1)u(t1, x2) dt1, (14.2) 

D 

D = D 
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∫ 

∫∫ 

∫ 

∫ 

∫ 

∫∫ 

 

K2  : (K2u)(x) = k2(x, t2)u(x1, t2) dt2, (14.3) 

D2 

K3  : (K1,2u)(x) = k1,2(x; t1, t2)u(t1, t2) dt1dt2, (14.4) 

D1,2 

где функция u = u(x) определена на прямоугольнике конечных 

размеров D1,2 = D1 × D2 = (a1, b1) × (a2, b2), нижний индекс пока- 

зывает порядок переменных интегрирования в частном интеграле 

(вообще говоря, такой порядок может быть различным). 

Как видим, здесь оператор K0 — оператор умножения на функ- 

цию (не интегральный, и не оператор с частными интегралами), 

K1, K2 — ЧИ-операторы, K3 — интегральный оператор, но не ЧИ- 

оператор. 

Теперь приведем пример трехмерного ЛЧИ-оператора. Также 

как в предыдущем случае в общем виде он представляет собой 

сумму оператора умножения на функцию, шесть ЧИ-операторов 

и интегрального оператора: 

(Ku)(x) = (K0u)(x) + (K1u)(x) + (K2u)(x) + (K3u)(x)+ 

+ (K4u)(x) + (K5u)(x) + (K6u)(x) + (K7u)(x),  (14.5) 

где x = (x1, x2, x3) ∈ R3, а 

K0 : (K0u)(x) = k0(x) u(x), 
 

K1 : (K1u)(x) = 
D1 

K2 : (K2u)(x) = 
D2 

K3 : (K3u)(x) = 
D3 

k1(x; t1) u(t1, x2, x3) dt1, 

k2(x; t2) u(x1, t2, x3) dt2, 

k3(x; t3) u(x1, x2, t3) dt3, 

K4 : (K1,2u)(x) = 
D1,2 

k1,2(x; t1, t2) u(t1, t2, x3) dt1dt2, 
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∫∫ 

∫∫ 

∫∫∫ 

1,2,3 

∫ 

 

K5 : (K1,3u)(x) = 
D1,3 

K6 : (K2,3u)(x) = 
D2,3 

k1,3(x; t1, t3) u(t1, x2, t3) dt1dt3, 

k2,3(x; t2, t3) u(x1, t2, t3) dt2dt3, 

K7 : (K1,2,3u)(x) = k1,2,3(x; t) u(t) dt1dt2dt3. 
D1,2,3 

Здесь интегрирование происходит по интервалам 

(ai, bi), i = {1, 2, 3} и областям 

D1,2,3 = D1 × D2 × D3 = (a1, b1) × (a2, b2) × (a3, b3), 

D1,2 = (a1, b1) × (a2, b2), D1,3 = (a1, b1) × (a3, b3), D2,3 = (a2, b2) × 

(a3, b3). 

При этом функция u=u(x) определена на параллелепипеде D(3) . 

Как видим, здесь оператор K0 — не интегральный и не ЧИ, 

K1, K2, K3, K1,2, K1,3, K2,3 — ЧИ-операторы, K1,2,3 — интегральный 

оператор. 

В евклидовом пространстве Rn размерности n > 3 мы использу- 

ем следующее определение частного интеграла: 

(Kαu)(x) = kα(x; tα) u(xᾱ , tα) dtα, (14.6) 

Dα 

где α — мультииндекс, который включает в себя некоторые m 

(0 ≤ m ≤ n) натуральных чисел из 1, 2, . . . , n. ᾱ — дополняю- 

щий до 1, 2, . . . , n мультииндекс. Одна из особенностей этого обо- 

значения заключается в следующем. Подстрочечные индексы α и ᾱ 

представляют собой наборы номеров переменных, расположенных 

в порядке возрастания, но в этих наборах возможны пропуски, на- 

пример (1,3,5,6,7, . . . ) . Но при этом координаты вектора (x ᾱ , tα) 

содержат номера переменных подряд и без пропусков. Например, 

если α = 2, то (x ᾱ , tα) = (x1, t2, x3, x4 . . . , xn). 
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Σ 

n 

∫ 

∫ 

p + 

  ∫ 

q 

ЛЧИ-оператор в Rn, n > 3 будет обозначен следующей суммой 

[16] 

K = Kα, (14.7) 

α 

здесь количество слагаемых Kα при данном и фиксированном m 

равно числу сочетаний Cm, а размерность мультииндекса α меня- 

ется от 1 до числа m. Если размерность m равна n, то соответству- 

ющее α = (1, 2, . . . , n), а соответствующий этому индексу оператор 

представляет собой интегральный оператор 

(Kαu)(x) = (K1,2,...,nu)(x) = k1,2,...,n(x; t) u(t) dt. 

D 

Если размерность m равна 0, то соответствующее α = ∅, а соот- 

ветствующий этому индексу оператор представляет собой оператор 

умножения на функцию 

(Kαu)(x) = (K0u)(x) = k0(x) u(x). 

 
§15. Частно-интегральные операторы в пространствах 

Лебега 

Вначале ответим на вопрос, каким образом проявляется анизо- 

тропность функций при работе с ЧИ [1]. Приведем простой пример 

на основе частного интеграла по первой переменной в R2 

(K1u)(x) = k1(x; t1) u(t1, x2) dt1. 

D1 

Применив неравенство Гельдера с показателями p, q : 1 1 = 1, 

получим 

 

|(K1u)(x)| ≤ 

 

|k1(x; t1)|q dt1 

D1 

 

  1/q  ∫ 
 

 

 

 

|u(t1, x2)|p dt1 

 

 
1/p 

. 

D1 
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  ∫ ∫ 
 

1 2 1  

D 

K u p = 

∫ 
 

 

  ∫ ∫ 
 

1 2 1  

∫ 

Отсюда 

 

 

 K1u  Lp 

 

(D) ≤ 
 
∫ 

 

 

 

|k1(x; t1)|q dt1 

D1 

 
 

 
p/q 
 

 
D1 

 

 
1/p 

|u(t , x )|p dt dx . 

Как видим, если бы функция u не зависела от x2 (в этом случае 

это просто интегральный оператор), то мы получили бы нужный 

результат 

 K1u  Lp(D) ≤ k1  Lq (D1;Lp(D1,2)) u  Lp(D1), 

в котором от ядра k1 уже требуется принадлежность анизотропно- 

му классу Лебега Lr(D1, D1,2) при r = (q, p). 

Если же функция u все же зависит от x2, то необходимо вновь 

применить неравенство Гельдера. Тогда имеем 

 

1  L (D)   
D

∫

1 

 

 

k1(x; t1) u(t1, x2) dt1  

1/p 

dx ≤ 

≤ 
 
∫ 

 

 

|k1(x; t1)|q dt1 

D1 

 
p/q 

 

 
D1 

1/p 

|u(t , x )|p dt dx . 

Здесь внешний интеграл берется по области D = D1 × D2, а Функ- 

ция u не зависит от x1, поэтому, предположив, что двойной инте- 

грал равен повторному (что, вообще говоря, не умоляет общности 

рассуждений), мы получим 

 K1u  Lp(D) ≤ 

∫ 

|u(t1, x2)|p dt1 × 
 

p 

D 

D 

D2 D1 
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dx dx 

 ∫   ∫   

D2 

 
∫   ∫ 

  

D2 

  ∫ 
 

 

 
∫  ∫ p/q 

 
1/p 

× 

D1 

|k1(x; t1)|q dt1 

D1 

1
 2  . 

Теперь к внешнему интегралу по D2 применим неравенство Гель- 

дера с теми же показателями p, q : 1 + 1 = 1. В результате имеем 

неравенство 

 

 K1u  Lp(D) ≤ 

D2 

p 
 

 

|u(t1, x2)|p 

D1 

q 
 
 

 

dt1 

 

 
  p2/p 

 
 

 
1 

p2 

dx2 × 

× 

∫ 

 

D1 

 

|k1(x; t1)|q dt1 

D1 

 
  p/q 

pq/p 

dx1  

1/pq 

dx2  . 

Определение анизотропной нормой в R2,  r = (r1, r2) следующее 
 

 

 

 f Lr 
(Ø) = 

 
∫  

|f |r1 dx1 

D1 

 
r2/r1 

1/r2 

2
 . 

Воспользуемся этим определением, тогда предыдущее неравенство 

примет вид 

 K1u  Lp(D) ≤ k1  L(q,p,pq)(D1,D1,D2)   u  L(p,p2)(D1,D2) . 

Как видим, чтобы действие такого частного интеграла оказалось 

ограниченным, надо потребовать от ядра K и функции u принад- 

лежности классу функций с разными свойствами по переменным 

своего аргумента. Обе нормы справа этого неравенства оказались 

анизотропными. 

Анализируя полученный результат, приходим к выводу о вполне 

естественном проявлении анизотропных свойств ядра частного ин- 

теграла и функции, к которой этот ЧИ применяется, даже если 

dx 
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α 

рассматривать эту конструкцию ЧИ в обычных нормах простран- 

ства Лебега. Разумеется естественно предположить, что изучение 

конструкций частных интегралов в более общих классах Лебега (по 

сравнению с изотропными классами) является интересным и ак- 

туальным продолжением исследований интегральных уравнений с 

линейными интегральными операторами, содержащие частные ин- 

тегралы. 

В учебном пособии исследуются действия ЧИ и ЛЧИ вида (14.6) 

и (14.7) соответственно в нормах пространства Lp в R2, затем в 

R3. Полученные сведения позволяют сформулировать вид оценок 

общего плана для работы в Rn при любых n ≥ 2. 

 

§16. Достаточные условия ограниченности 

частно-интегральных операторов в анизотропных 

пространствах Лебега 

В работах А.С. Калитвина был введен критерий непрерывности 

действия ЧИ операторов в пространствах непрерывных функций. 

В качестве обобщения этого критерия в данной работе вводится 

правило которому удовлетворяет ядро kα ЧИ оператора и функ- 

ции u для которых соответствующий ЧИ-оператор ограничен в 

Lp(D). Обозначим α  =  (α1, α2, . . . , αm), pα  =  (pα1 , pα2 , . . . , pαm ), 

qα = (qα1 , qα2 , . . . , qαm ), 
 1  
pαi 

+  1  
qαi 

= 1, i = 1, 2, . . . , m. 

Правило ограниченного действия ЧИ-оператора K(m) в ани- 

зотропных пространствах Лебега Lp(D) [1, 16]. 

1. Правило для функций u(x ᾱ , tα): 

1) по переменным интегрирования tα = (tα1 , tα2 , . . . , tαm ) функ- 

ция u(x ᾱ , tα) должна иметь конечные Lpα -нормы pα = 
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ᾱn−m 

α 

)

 
D 

ᾱ 

(pα1 , . . . , pαm ); 

2) по свободным от интегрирования переменным x ᾱ  функ- 
ция u(x ᾱ , tα) должна иметь конечные L 2 -нормы, p2 = 

2 
ᾱ1 

, . . . , p2 ). 
p ᾱ  ᾱ 

2. Правило для ядер kα(xα, x ᾱ ;  tα) ЧИ-операторов K(m): 

1) по переменным интегрирования tα ядро kα должно иметь 

конечные Lqα -нормы; 

2) по переменным интегрирования xα ядро kα(x; tα) должно 

иметь конечные Lpα -нормы; 

3) по свободным от интегрирования переменным x ᾱ  = 

(xᾱ1 , . . . , xᾱn−m ) ядро kα(x; tα) должно иметь конечные 

Lpᾱqᾱ -нормы p ᾱ q ᾱ = (pα 1̄ qᾱ1 , . . . , pᾱn−m qᾱn−m ). 

Данные правила получаются с многократным применением нера- 

венства Гельдера к функции Kαu. Используя эти правила, получим 

неравенства в которых отражены достаточные условия ограничен- 

ности действия ЧИ анизотропных пространствах Лебега в Rn: 
 

 Kαu  Lp(D) ≤ kα  
(qα 

 
;pα 

 
,pᾱ 

 
qᾱ 

(n+m) 
(α;1,2,...,n) 

  
 u  L 

 

(pα;p2 ) 

(n) . 
(Dα,ᾱ ) 

Для частных случаев частно-интегральных операторов 

K0, K(1,2,...,n)  получим: 
 

 

 K0u  Lp(D) ≤ k0  L(p1q1,p2q2,...,pnqn)(D)  u  L
p2 (D), 

(n) 
1,2,...,n u Lp (D) ≤ k1,2,...,n  L 

 
(q,p) (D×D)  u  Lp (D). 

В случае ЧИ-операторов, заданных в R2 имеем [13] 

 (K0u)  Lp(D1,2) ≤ k0  L(p1q1, p2q2,)(D1,2)   u  L(p2, p2)(D1,2), 
1 2 

(p 

L 

K 
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1 

2 

2 

1 

K u L 

,p ,p ) 

,p ,p ) 

,p ,p ) 

1  2  3  1  2  3 1  2  3 

α 

α 

¨ ¨ 

 (K(1)u)  L 
 

 (K(1)u)  L 

 

(D1,2 

 

(D1,2 

) ≤ k1  L 

) ≤ k2  L 

 
(q1,p1,p2q2) 

 
(q2,p1q1,p2) 

 

(D1,1,2 

 

(D2,1,2 

)  u  L 
 

)  u  L 

 

(p1,p2) 

 

(p2,p2) 

(D1,2), 
 

(D2,1), 

(2) 
1,2  p(D1,2 ) ≤ k1,2  L 

 
(q1,q2,p1,p2) 

 

(D1,2,1,2 )  u  Lp (D1,2). 

В случае ЧИ-операторов, заданных в R3 : [14] 

 K0u  Lp(D1,2,3) ≤ k0  L(p1q1,p2q2,p3q3)(D1,2,3)  u  L
(p2,p2,p2)

(D1,2,3), 
1  2  3 

 K1u  Lp(D1,2,3) ≤ k1  L(q1,p1,p2q2,p3q3)(D1,1,2,3)  u  L
(p 2  2 (D1,2,3), 

1  2  3 

 K2u  Lp(D1,2,3) ≤ k2  L(q2,p1q1,p2,p3q3)(D2,1,2,3)  u  L
(p 2  2 (D2,1,3), 

2  1  3 

 K3u  Lp(D1,2,3) ≤ k3  L(q3,p1q1,p2q2,p3)(D3,1,2,3)  u  L
(p 2  2 (D3,1,2), 

3  1  2 

 K1,2u  Lp(D1,2,3) ≤ k1,2  L(q1,q2,p1,p2,p3q3)(D1,2,1,2,3)   u  L
(p 

 K1,3u  Lp(D1,2,3) ≤ k1,3  L(q1,q3,p1,p2q2,p3)(D1,3,1,2,3)   u  L
(p 

 K2,3u  Lp(D1,2,3) ≤ k2,3  L(q2,q3,p1q1,p2,p3)(D2,3,1,2,3)   u  L
(p 

 
,p2 

 
,p3 

 
,p3 

2 (D1,2,3), 
,p3) 

2 (D1,3,2), 
,p2) 

2 (D2,3,1), 
,p1) 

 K1,2,3u  Lp(D1,2,3) ≤ k1,2,3  L(q ,q ,q ,p ,p ,p )(D1,2,3,1,2,3)   u  L(p ,p ,p )(D1,2,3). 

Можно привести описание метода построения анизотропных про- 

странств функций и ядер для оценки нормы ЧИ-оператора K(m) в 

общем случае [1] 

 

 
(m) 
α 

 

 

Lp(D) = 
¨ 

∫ 

¨D(m) 

 

 

kα(x; tα)u(xᾱ, tα) dtα

¨ 

¨ 

 

 
, 

 
Lp(D) 

где x = (x1, x2, . . . , xn), α = (α1, α2, . . . , αm), 1 ≤ α1 < α2 < . . . < 

αn ≤ n, tα = (tα1 , tα2 , . . . , tαm ) — переменные, по которым произво- 

дится интегрирование, x ᾱ  — переменные xi вектора x с оставшими- 

ся индексами, причем переменные (x ᾱ , tα) расставлены в порядке 

возрастания индексов. Для вычисления нормы сначала необходимо 

K 

p 

p 

1 

1 

2 
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      q 

(D) ¨ α ᾱ  ̈

 
, 

  

i 

¨ 

 p pn 

, 
 

   

воспользоваться неравенством Гельдера для переменных tα, т.е. m 

раз, получим 

 

¨
  ∫  ∫ 

(m) 
α 

 
qα 

Lp(D) = 
qα2 

 

qα1 

qαm 1 
qαm−1 αm 

. . . |kα(x; tα)|  1 dtα1 . . . dtαm × 
¨ 

Dαm Dα1   ∫  ∫   pα2   pαm 
 

  1  ¨ 

. . . 

Dαm Dα1 

|u(xᾱ, tα)| 1 dtα1
 

pα1 
. . . 

pαm−1 dtαm 

 

pαm 

. 
Lp(D) 

Обозначим внутренние множители функциями k̃α(x) и ũ (x ᾱ ) ,  соот- 

ветственно, получим 

(m) 
α Lp = k̃ (x)ũ(x ) . 

Lp(D) 

При вычислении нормы 

,
, 

  
1 

2 pn−1 
pn 

1 

 K(m) 
 

= 

,∫ . . . 

∫ 

 
k̃ (x)ũ(x p1 ) dx . . .  dx 

, 

α Lp(D) 

,,
,

Dn  

 
α ᾱ 1 

D1 

n 

,,, 

необходимо последовательно рассматривать интегрирование функ- 

ций k̃α(x) и ũ (x ᾱ )  по переменных x1, x2, . . . , xn. Функция ũ (x ᾱ )  зави- 

сит от переменных x ᾱ  и не зависит от переменных xα. Если очеред- 

ное интегрирование производится по переменной xi ∈ x ᾱ ,  то будет 

применяться неравенство Гельдера, если xi ∈ xα, то функция ũ (x ᾱ )  

не интегрируется, а выносится за знак интеграла по переменной 

xi. В первом случае происходит домножение в показателе подынте- 

грального выражения для функции k̃ α (x) на qi, и в итоге получаем 

показатель piqi, а для функции ũ (x ᾱ )  на pi, и в итоге получаем 

показатель p2; во втором случае домножения показателя подынте- 

грального выражения для функции k̃α (x) на qi не происходит, и 

K 

K 

= 

pα 

p 
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ᾱ 

показатель остается равным pi, а для функции ũ (x ᾱ )  домножения 

не происходит (показатель pi умножается на 1/pi). В итоге получим 
 

(m) 
α  Lp(D)  ≤  k̃α(x)  L  (pα, pᾱqᾱ) (D)  ũ(xᾱ)  L 2 (Dᾱ ). 

ᾱ 

Возвращаемся к функциям kα(x; tα) и u(x ᾱ , tα) с учетом показате- 

лей для переменных tα получим 
 

(m) 
α  Lp(D) ≤ kα  L 

 
(qα; pα, pᾱqᾱ) (Dα ×D)  u  L 

 

(pα;p2 ) 
(Dα ×Dᾱ ), 

где показатели pα, p ᾱ q ᾱ  расставлены по порядку возрастания 

мультииндексов, т.е. справедливы правила ограниченного дей- 

ствия. 

 

§17. Достаточные условия ограниченности линейных 

частно-интегральных операторов в анизотропных 

пространствах Лебега 

Оценим  норму ЛЧИ-оператора (14.7)  в анизотропном про- 

странстве Лебега  Lp(D). [1, 16]  Из оценок норм операто- 
ров K , K(m), K(n) вытекает, что функция u долж- 

0 α 1,2,...,n 

на принадлежать одновременно разным лебеговым классам: 

u ∈ L(p2,p2,...,p2 )  ∩ . . . ∩ L(pα,p2 )  ∩ . . . ∩ L(p1,p2,...,pn). Введем 
1  2 n ᾱ 

мультииндекс r, который может принимать одно из значе- 

ний (p2, p2, . . . , p2 ),  . . . , (pα, p2),  (p1, p2, . . . , pn). Обозначим через 
1 2 n ᾱ 

Lr(D) класс функций с конечной нормой 
 

 u  r = max 
r 

 u  Lr(Dα×Dᾱ) . 

Теорема 1.17.1. Пусть u ∈ Lr(D), а ядра kα(x; tα) 

частно-интегральных операторов Kα принадлежат простран- 

ствам L(qα; pα, pᾱqᾱ )(Dα×D), и пусть Cα=  kα  L(qα; pα, pᾱqᾱ)(Dα×D), 

K 
p 

K 
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Σ 

u 

+ 
Σ 

¨K u¨ + K(n) 

Lpq(D 

ᾱ 

Σ 

Σ Y αi p 

0 α 1,2,...,n 

α 1,2,...,n α ᾱ 

α α ᾱ 

α 

тогда ЛЧИ-оператор K непрерывен как оператор из Lr(D) в 

Lp(D),  причем 

 Ku  Lp(D) ≤ A1  u  r , A1 = Cα. 
α 

□ Для ЛЧИ-оператора Ku = K u+
Σ 

K(m)u+K(n) u, восполь- 

зовавшись неравенством Минковского для суммы функций, полу- 

чим 

Ku L (D) = K0u + 
Σ 

K(m)u + K
(n) 

¨ ≤ ¨ 1,2,...,n 

α 
¨

Lp(D) 
 

≤ K0u  Lp(D) 
(m) 
α 

α 

 
Lp(D) 

¨ 1,2,...,n ¨
Lp(D) 

Обозначив Cα = kα  L(qα; pα, pᾱ qᾱ )(Dα×D) , воспользуемся оценкой 

каждого слагаемого, полученного выше, имеем неравенство 
 

 Ku  Lp(D) ≤ k0   (n) 
1,2,...,n 

u 
) Lp 

(n) + 
1,2,...,n) 

+ 
Σ 

 kα  L 

 

(D(m)
×D(n) ) 

 u  

 

(m) (n−m) + 
(D ×D ) 

 

+  k1,2,...,n  L 

■ 

 
(q,p) 

(n) 
1,2,...,n 

(n) u 
1,2,...,n) Lp 

(n) 
1,2,...,n ) 

≤ Cα  u  r = A1  u  r . 
α 

Следствие 1.17.1. Пусть 
 

 
m  1   1  

A2=C0 + A Cα 

α̸=0 

, где A= max{ [µ(Dα 
α 

i=1 

p − 2 

)] αi }, 

тогда справедлива оценка 

 Ku  Lp(D) ≤ A2 max

  

 u  L(p2 ;p2 )(Dα×Dᾱ)

  

. 

u 

2 (D 

(D ×D (D 

α 

α 
(qα;pᾱ,pᾱqᾱ) L

(pα,p2 ) 

p 
¨ 

. 

i 
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Q 

Σ 

ᾱ 

α ᾱ α α ᾱ 

α 
α ᾱ 

α (pα;pᾱ) (Dβ  ) 

αi 

□ Воспользуемся неравенством (12.1) для анизотропных норм с 

мультииндексами r = (r1, r2, . . . , rn), ρ = (ρ1, ρ2, . . . , ρn) при ri ≤ ρi 
1 − 1 

 f Lr(D1,2,...,n) ≤ [µ(D1,2,...,n)]r ρ  f Lρ(D1,2,...,n), (17.1) 

 

получим 

 u  L 2 (Dα×Dᾱ ) ≤ Mα  u  L 2 2 (Dα×Dᾱ), 
(pα ;pᾱ ) (pα ;pᾱ ) 

m  1  −  1  

где Mα = [µ(Dαi 
i=1 

)]
pαi 2 . Пусть A = max{M 

α 
} и A2 = C0 + 

A Cα, тогда из теоремы 1.17.1 следует 
α̸=0 

 Ku  Lp(D) ≤ 
Σ 

Cα  u  L(pα;p2 )(Dα×Dᾱ) ≤ C0  u  Lp2 (D)+ 

+A 
Σ 

Cα  u  L(p2 ;p2 )(Dα×Dᾱ ) = A2 max

  

 u  L(p2 ;p2 )(Dα×Dᾱ )

  

. 

То есть класс функций Lr(D) можно сузить до множества 

T 
L(p2 ;p2 )(Dα × D ᾱ ). ■ 

С использованием теоремы о ранжировании получим: 

Следствие 1.17.2. Пусть pβ = (pβ1 , pβ2 , . . . , pβn ) — мультиин- 

декс, такой, что pβ1 ≥ pβ2 ≥ . . . ≥ pβn, тогда справедливо нера- 

венство 

 Ku  Lp(D) ≤ A2  u  L 
(n) . 

2 (D ) 
pβ 

β 

□ Воспользуемся теоремой о ранжировании анизотропной нор- 

мы Лебега и свойством 6 стр.24, получим 

 

max

 

 u  L 2 

 

2 (Dα×Dᾱ )

  

=  u  

 

(n) , 
2 

тогда из следствия 1.17.1 получим неравенство 
 

 Ku  Lp(D) ≤ A2  u  
p2 

β 

(n) . ■ 
(Dβ  ) 

p 

α 

Lp β 

α 

L 

α̸=0 
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i 

L 2 (D ) 

k 
ᾱ ᾱ 

k 

k 

Замечание 1.17.1. Если при любых i, j ∈ {1, 2, . . . , n} выпол- 

няется неравенство p2 ≥ pj, то 
 

 Ku  Lp(D) ≤ A2  u  (n) . 
p 1,2,...,n 

□ Для доказательства данного утверждения необходимо для каж- 

дой компоненты pk мультииндекса p = (p1, p2, . . . , pn) поочередно, 

начиная с первой проверять условия: 

1. pk ∈ pα, тогда, используя свойство 6, стр. 24, можно компонен- 

ту pk заменить на p2, тогда u L (D ×D ) ≤ A u L (D ×D ), 
(pα;p2 ) α ᾱ (p̃α;p2 ) α ᾱ 

где p̃α — то же самое, что и pα с k-ой компонентой, возведенной в 

квадрат; 

2. pk ∈ p ᾱ ,  тогда pk уже возведено в квадрат и p2 ≥ pi для любого 

i = {1, 2 . . . , n}. По теореме о ранжировании анизотропной нормы 

Лебега и неравенства (17.1), можно поменять порядок интегриро- 

вания так, что интегрирование в норме функции u по переменной 

xk и показателем p2 будет осуществляться на k-ом шаге. 

В итоге, после поочередной проверки компонентов pk муль- 

тииндекса p, получим норму функции u в пространстве 
L(p2,p2,...,p2 )(D1,2...,n). 

1  2 n 

Таким образом, справедливо неравенство 
 

 Ku  Lp(D) ≤ A2  u  L 
 
(p2,p2,...,p2 ) 

(n) . ■ 
1,2,...,n) 

1  2 n 
(D 
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ГЛАВА IV 

ЛИНЕЙНЫЕ ЧАСТНО-ИНТЕГРАЛЬНЫЕ 

ОПЕРАТОРЫ В ПРОСТРАНСТВАХ НЕПРЕРЫВНЫХ 

ФУНКЦИЙ 

 
§18. Достаточные условия действия 

Пусть D = [a1, b1] ×[a2, b2] × . . . ×[an, bn] — компакт, C (D) — про- 

странство непрерывных на D функций с нормой  u  = max |u (x)|. 
t∈D 

C (D) — банахово пространство. 

Будем рассматривать свойства оператора (14.7) в C (D) [2, 4, 

5, 6]. Для этого оператора справедлив аналог теоремы Банаха о 

непрерывности интегрального оператора. 

Через S (D) обозначим пространство измеримых и почти всю- 

ду конечных функций на D, S (D) является полным метрическим 

пространством, сходимость в котором совпадает со сходимостью по 

мере, причем C (D) ⊂ S (D). 

Теорема 1.18.1. [2] Если оператор K действует в C (D), то 

он непрерывен. 

□ Достаточно показать замкнутость оператора K. Пусть (un) ⊂ 

C (D) , un → u0 и Kun → y0. Покажем, что Ku0 = y0. Так как 

un → x0, то последовательность (un) ограничена в C (D). Поэтому 

найдется такое число r, что |un (t)| ≤  un  ≤ r. Тогда при почти 

всех t ∈ D последовательность k0 (t) un (t) сходится к k0 (t) u0 (t), 

а сходящаяся при почти всех t к функции kα(x, tα)u(xᾱ, tα) по- 

следовательность функций kα(x, tα)un(xᾱ, tα) ограничена функци- 

ей r |kα(x, tα)|, которые интегрируемы на Dα соответственно в си- 

лу свойств интеграла Лебега. Из предельного перехода под знаком 
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∫ 

∫ 

∫ 

интеграла (теорема Лебега), получаем сходимость последователь- 

ности (Kαun) (t) почти при всех t к функции (Kαu0) (t). 

Тогда последовательность функций (Kun) (t) сходится к функ- 

ции (Ku0) (t) в S(D). По предположению Kun → y0. Так как 

C (D) ⊂ S (D) и в метрическом пространстве S (D) Kun → Ku0 и 

Kun → y0, то в силу единственности предела Ku0 = y0. 

Таким образом, оператор K замкнут. По теореме Банаха о за- 

мкнутом графике он непрерывен.■ 

Определение 1.18.1. Измеримые функции kα(x, tα) принадле- 

жат C(L1(Dα)), если 
 

sup 
D 

|kα(x, tα)| dtα = Lα < ∞ (18.1) 

Dα 

и для любого ε > 0 существует δ > 0 такое, что из неравенства 

 t − t0  < δ вытекает 

|kα(x, tα) − kα(x0, tα)| dtα < ε. (18.2) 

Dα 

Теорема 1.18.2. [2] Пусть функция k0(x) непрерывна на D, а 

ядра kα(x, tα) из C(L1(Dα)). Тогда K является непрерывным ли- 

нейным оператором на C(D). 

□ Покажем, что интегралы kα(x, tα)u(xᾱ, tα) dtα  существуют 
Dα 

и конечны. Пусть u(x) = u(x1, x2, . . . , xn) — произвольная непре- 

рывная функция, тогда при каждых фиксированных значениях m 

переменных она является функцией из C(D) оставшихся n − m пе- 

ременных. Отсюда и условия теоремы вытекает, что при всех x ∈ D 
функции kα(x, tα)u(xᾱ, tα) суммируемы по tα на Dα соответственно. 

Следовательно, при всех x ∈ D, интегралы 
∫ 

kα(x, tα)u(xᾱ, tα) dtα 
конечны и определены. 

Dα 
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ᾱ 

∫ 

ᾱ 

∫ 

∫ 

ᾱ 

ᾱ 

Покажем, что оператор K действует в C(D). Пусть u ∈ C(D), 

покажем, что Ku ∈ C(D). Непрерывность функции K0u очевид- 

на. Докажем непрерывность функции Kαu. Так как функция u 

непрерывна, то для любого ε > 0 существует δ1 > 0 такое, что 

из t − t0  < δ1 следует |u(x) − u(x0)| < ε. Отсюда и условий 

принадлежности C(L1(Dα)) ядер kα(x, tα) при x − x0  < δ2, где 

δ2 = min{δ, δ1}, имеем 

 
∫ 

kα(x, tα)u(xᾱ, tα) dtα − 

∫ 

kα(x0, tα)u(x0 , tα) dtα
 

≤ 

 
 Dα 

∫ 
Dα 

≤ |kα(x, tα)||u(xᾱ, tα) − u(x0 , tα)| dtα+ 

Dα 

+ |kα(x, tα) − kα(x0, tα)||u(x0 , tα)| dtα ≤ ϵ |kα(x, tα)| dtα+ 

Dα Dα 

+  u  |kα(x, tα) − kα(x0 , tα)| dtα ≤ ε(Lα +  u  ). 

Dα 

Так как ε — произвольное положительное число, то из последне- 

го неравенства вытекает непрерывность функции Kαu. 

Таким образом, функция Ku непрерывна, т.е. Ku ∈ C(D). Ли- 

нейность оператора K очевидна. Тогда по теореме 1.18.1 K — 

непрерывный оператор на C(D). ■ 

Неравенство (18.2) выполняется, если kα(x, tα — непрерывные по 

совокупности переменных функции. 

Теорема 1.18.3. [2] Пусть  kα(x, ·)  Lpα 
≤ Aα < ∞, где x ∈ D, 

1 < pαi  < ∞, Aα — некоторые постоянные. Если τSα  = φSα (x) 

— конечное число поверхностей разрыва ядер kα(x, tα), φSα (x) — 
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Sα Sα 

∫ 

 

Dα 

набор непрерывных функций φj (x) таких, что τj = φj (x), то 

ядра  kα(x, tα)  принадлежат  C(L1(Dα)). 

Теоремы 1.18.1 – 1.18.2 содержат достаточные условия действия 

в пространстве C(D) линейного оператора (14.7) с многомерными 

частными интегралами. При получении необходимых и достаточ- 

ных условий действия оператора (14.7) в пространстве непрерыв- 

ных функций существенную роль играет теорема Радона, согласно 

которой линейный непрерывный в пространстве C(D) оператор A 

представим в виде многомерного интеграла Стильтьеса 

(Ax) (t) = u(t) dg(x, t) 

D 

с интегрирующей функцией g(x, t) слабо непрерывной по x и огра- 

ниченной вариации по t. 
Пусть 

g(x, t) = 
Σ ∫ 

kα(x, t̄ α ) dt̄ α  χ(xᾱ, tα), (18.3) 
 

 
 

 

χ(xᾱ 
 
, tα ) = 

,

1, ∀α tα ≥ xα > aα или tα > x = aα, 

,0, ∃α tα < xα или tα = xα = aα. 
Очевидно, g(x, vα) = 0, где vα — вершины параллелепипеда D = 

Qn 
n 

[ai, bi], при k = 2 , v2n = b 
i=1 

g(x, b) = 
Σ ∫ 

kα(x, tα) dtα. 
 

α 

α 
Dα 
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B(x) = 
Σ ∫ 

kα(x, tα) dtα, 

α 

Bβ(x) = 

∫ 

Dα 

uβ dg(x, t) = 
Σ

(−1)dimDaξi 

, ∫ 

 

 
g(x, t) duβ

  

,
, 

. 

D 
 

 
Пусть 

α ,,Daξi 
  

D̄aξi 

,,

(18.4) 

γ(x) = 
Σ ∫  

|kα(x, tα)| dtα. (18.5) 
 

Теорема 1.18.4. [2] Для действия линейного оператора (14.7) 

в пространстве C(D) необходимо и достаточно, чтобы функция 

(18.5) была ограничена, а функции (18.4) непрерывны при каждом 

фиксированном t. При выполнении этих условий оператор (14.7) 

непрерывен и его норма определяется равенством 

 K  = sup γ(x). (18.6) 
D 

В случае n = 2 непрерывность действия и достаточные условия 

и критерий действия операторов с частными интегралами в C(D) 

были рассмотрены в работах [7, 8, 9, 10, 11, 17]. 

 

§19. Алгебра частно-интегральных операторов 

Для оператора (14.7) получен критерий ограниченного действия 

в пространстве C(D), D ⊂ Rn (см. [2, 4]). Этот критерий является 

обобщением критерия, полученного в работах [7, 8, 9, 10, 11, 17] в 

случае R2. 

Теорема 1.19.1. Представление оператора с многомерными 

частно-интегральными операторами в виде (14.7) единственно. 

α 
Dα 
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Рассмотрим пространство L(C) непрерывных линейных операто- 

ров, действующих в пространстве C(D) непрерывных на D функ- 

ций с обычными алгебраическими операциями и нормой, Ln(C) — 

подпространство операторов вида (14.7). Достаточно полное описа- 

ние входящих в подпространство Ln(C) операторов дает критерий 

ограниченного действия. 

Теорема 1.19.2. Ln(C) является замкнутым подпростран- 

ством пространства L(C). 

Пространство L(C) с операцией композиции операторов являет- 

ся банаховой алгеброй. 

Теорема 1.19.3. Подпространство Ln(C) является подалгеб- 

рой алгебры операторов L(C). При этом, если K ∈ Ln(C), где 

(K x)(t) = 
Σ ∫ 

kjα(x, tα)u(xᾱ ,tα ) dtα, (19.1) 

то линейный оператор K = KβKα также является оператором 

с многомерными частными интегралами. 

Подалгебра Ln(C) не является идеалом алгебры L(C). Для этого 

достаточно рассмотреть композиции операторов из Ln(C) с опера- 

тором A : u(x) → u(x0), который ставит в соответствие каждой 

непрерывной функции функцию-константу, равную значению этой 

функции в некоторой фиксированной точке. 

Каждый из операторов K ∈ Ln(C) является суммой 2n операто- 

ров Kα: оператора K0 умножения на некоторую функцию, 2n−2 ча- 

стично интегральных операторов K1, . . . , K(1,2,...,n−1) и интеграль- 

ного оператора K(1,2,...,n). Следующий пример показывает, что если 

K является непрерывным линейным оператором в пространстве 

C(D), то каждое из его слагаемых может не являться таковым. 

α 
Dα 
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,

, ∫ 

, 

∫ ∫ 
, −1 −1 

 

,

,, 

,

,, 

,u(x1, x2), (x1, x2) ∈ V1, 

,4(2x2 − 1) (2x1 − 1) 

Пример 1.19.1. [10, 11, 17] Рассмотрим оператор K в случае 

n = 2, пусть он определен равенством 

(Ku)(x1, x2) = 
 
 

 

= 

,, 2(2x1 — 1)−1 
x1 

 
0.5 x2 

u(t1 , x2 ) dt1 , (x1 , x2 ) ∈ V2, 

2(2x2 − 1)−1 

, 
0

∫

.5 
u(x1, t2) dt2, (x1, x2) ∈ V3, 

x1 x2 

 
 

 

где V1 = [0, 0.5] × [0, 0.5], V2 = (0.5, 1] × [0, 0.5], V3 = [0, 0.5] × (0.5, 1], 

V4 = (0.5, 1]×(0.5, 1]. K является оператором с многомерными част- 

ными интегралами (14.7), действующим в C(D), с функциями 

 

k0(x1 
 
, x2 ) = 

,

1, (x1, x2) ∈ V1, 

,0, (x1, x2) ∈ V2 ∪ V3 ∪ V4, 

 

 
k1(x1, x2, t1) = 

 
 
 

 
k2(x1, x2, t2) = 

0, (x1, x2) ∈ V1 ∪ V3 ∪ V4, 

2(2x1 − 1)−1, 0.5 < t1 ≤ x1 ≤ 1, 0 ≤ x2 ≤ 0.5, 

,,,0, 0.5 ≤ x1 < t1 ≤ 1, 0 ≤ t2 ≤ 0.5, 

 

0, (x1, x2) ∈ V1 ∪ V2 ∪ V4, 

2(2x2 − 1)−1, 0.5 < t2 ≤ x2 ≤ 1, 0 ≤ x1 ≤ 0.5, 

,,,0, 0.5 ≤ x2 < t2 ≤ 1, 0 ≤ x1 ≤ 0.5, 

k1,2(x1, x2, t1, t2) = 

0.5 0.5 
u(t1, t2) dt2dt1, (x1, x2) ∈ V4, 
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Σ 

,, 

Σ ∫ 

Q 

0, (x1, x2) ∈ V1 ∪ V2 ∪ V3, 

,

4(2x2 − 1)−1(2x1 − 1)−1, 0.5 < t1 ≤ x1 ≤ 1, и 
0.5 < t2 ≤ x2 ≤ 1, 

, 
0, в остальных случаях. 

Из действия в C(D) оператора K с частными интегралами, сле- 

дует его непрерывность. Очевидно, операторы K0, K1, K2, K1,2 не 

действуют в C(D). 

Пусть Lkα (C) — совокупность действующих в пространстве C(D) 

операторов Kα. Рассмотрим пространство операторов, составлен- 

ное из прямых сумм W =   Lkα (C) = Lk0 (C) ⊕ Lk1 (C) ⊕ . . . ⊕ 
α 

Lk(1,2,...,n)
(C). 

Теорема 1.19.4. Пространство W является замкнутым под- 

пространством пространства Ln(C). 

 

§20. Операторы Вольтерра с многомерными 

частнo-интегральными операторами в C(D) 

Операторами Вольтерра с многомерными частными интеграла- 

ми назовем операторы вида 

 

(Kx)(t) = kα(x, tα)u(xᾱ, tα) dtα, (20.1) 

α ̸=0 Ωα 

где Ωα = [aα, τα], aα ≤ tα ≤ bα, Ωα ⊂ Dα, kα(x, tα) — измеримые 
α 

по совокупности переменных функции, а интегралы понимаются в 

смысле Лебега. Оператор (20.1) является частным случаем опера- 

тора (14.7). При Ωα ⊂ Dα оператор (20.1) получается из оператора 

= 
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Σ ∫ 

, 

(14.7), если k0(x) ≡ 0, а ядра 

 

k̄α 

 
(x, tα ) = 

,

kα(x, tα) при tα ≤ xα, 

,0 при tα > xα. 

Будем использовать и другую форму записи оператора Вольтер- 

ра 

(Kx)(t) = kα(t, Sα)x(sα) dSα. (20.2) 

α ̸=0 Ωα 

Для оператора (20.1) при Ωα ⊂ Dα получаются следующие ра- 

венства 

B(x) = 
Σ ∫ 

kα(x, tα) dtα, 

α 

Bβ(x) = 

∫ 

Ωα 

uβ dg(x, t) = 
Σ

(−1)dimΩaξi 

, ∫ 

 

 
g(x, t) duβ

  

,
, 
, 

Ω α ,,Ωaξi 
  

Ω̄ 
aξi 

,,

(20.3) 

γ(x) = 
Σ ∫  

|kα(x, tα)| dtα. (20.4) 
α Ωi 

Из теоремы 1.18.4 следует 

Теорема 1.20.1. Оператор Вольтерра (20.1) с Ωα ⊂ Dα дей- 

ствует в пространстве C(D) в том и только в том случае, когда 

при каждом фиксированном aα ≤ ξα ≤ bα функции (20.3) непре- 

рывны, а функция (20.4) ограничена. При этом оператор (20.1) 

непрерывен и его норма определяется равенством 

 K  = sup γ(x). (20.5) 
D 
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