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МЕТОД ОПТИМАЛЬНОГО ПРОЕКТИРОВАНИЯ ДЕТАЛЕЙ 
В ЗОНЕ КОНТАКТА

Интерес к контактным задачам объясняется тем, 

что сельскохозяйственная техника состоит 

из взаимодействующих деталей и доля конструк-

тивных отказов по причине контактной усталости 

достигает 20 %. Разрушению под действием кон-

тактных напряжений подвергаются болты и заклеп-

ки, зубья шестерен, подпирающие клинья, шейки 

и цапфы валов, детали шарикоподшипников и т. п. 

Контактные напряжения при статическом нагру-

жении хрупких материалов приводят к излому из-

делия, пластичных — к возникновению местных 

остаточных деформаций, что недопустимо. При по-

вторном действии нагрузок в зоне контакта пла-

стичного материала может появиться трещина, ко-

торая, постепенно проникая в деталь, приводит к ее 

разрушению [1]. Например, при испытаниях мини-

комбайна (копатель ОМК-1) [2] появилась трещи-

на в направляющих выгрузного транспортера — се-

паратора, которые в сечении представляли собой 

соединение типа «ласточкин хвост». Трещина раз-

вилась в хвостовике от фиксирующего клина.

Проблемам исследования напряженно-дефор-

мированного состояния при известной форме де-

талей в зоне контакта (прямая краевая задача) по-

священо значительное число работ. Однако из-за 

сложности математического аппарата актуальным 

остается определение геометрии контактирующих 

тел при заданных контактных напряжениях (об-

ратная краевая задача), например, при оптималь-

ном проектировании. В данной статье предлагает-

ся один из методов ее решения.

Следует рассмотреть вдавливание жесткого 

штампа в упругое основание при плоской дефор-

мации (рис. 1).

Здесь неизвестной является форма линии кон-

такта (границы Г) плоской области Ω(x, z < 0), удо-

влетворяющей условию [3]:

g g kmax max Г

2( ) ( )τ ≤ τ =
Ω

 

 или g const,max Г
( )τ →  (1)

где g — заданная функция максимальных касательных на-

пряжений в зоне контакта, которая является критерием 

оптимальности; k — константа, характеризующая свой-

ства упругого материала.

Для определения контактных напряжений 

можно воспользоваться сингулярным интеграль-

ным уравнением [4–7]:
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Рис. 1. Взаимодействие жесткого штампа 
с упругим основанием: 

1 — жесткий штамп; 2 — упругая полуплоскость
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сти; ν — коэффициент Пуассона; u, w — перемещения 

точек линии контакта; σ1z(x), τ1(x) — контактные нор-

мальные и касательные напряжения.

В случае ограниченных напряжений на обоих 

концах отрезка [–t; t] границы Г решение уравне-

ния (2) имеет вид [4, 6]:
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причем решение существует тогда и только тогда, 

когда
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т. е. выражение (4) для плоских контактных задач 

является эквивалентом условия (1).

Для симметричных задач условие (4) выполня-

ется, если f (ξ) будет нечетной функцией. Ее мож-

но представить в виде степенного ряда возле точ-

ки разложения x = 0:
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Пренебрегая перемещениями вдоль оси х, вер-

тикальные перемещения вдоль оси z должны под-

чиняться закону
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где δ — жесткое перемещение вдавливаемого тела (штам-

па) в упругое основание.

Так как интересует только форма тела, а не де-

формации, принимают δ = 0, т. е. выражение
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будет определять оптимальную форму линии кон-

такта.

С технологической точки зрения штамп про-

ще всего изготовить с постоянным радиусом кри-

визны R у его основания (рис. 2).

Форма основания штампа в явном виде описы-

вается известным уравнением окружности:

 z x R R x .2 2( ) = − −  (5)

Функцию (5) можно разложить в ряд Макло-

рена:
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Так как для жестких материалов пятно контак-

та ограничено (t < R), то достаточно учесть только 

два первых отличных от нуля члена ряда. Предпо-

лагая, что в зоне контакта упругое основание при-

нимает круглую форму основания штампа, запи-

сывают
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Например, при x = ±R/2 погрешность ряда (6) 

не превышает 0,9 % по сравнению с функцией (5).

Тогда
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которое подчиняется условию (4) и после разделе-

ния переменных решение (3) запишут так:
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где упругие постоянные имеют следующий вид:

b
1

;*
2= θ

ε −
 ba ;* *= ε  

G

1
;( )θ =

− ν
 

1 2

2 1
.( )ε = − ν

− ν

Согласно [2, 5]
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тогда сингулярный интеграл в формуле (7) имеет 

следующее решение:
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Таким образом, контактное напряжение фор-

мулы (7) перепишется:
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Рис. 2. Взаимодействие круглого штампа 
с упругой полуплоскостью: 

1 — жесткий штамп с круглым основанием; 
2 — упругая полуплоскость
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Условие равновесия для упругой полуплоско-

сти и штампа при сжатии можно записать так:
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Учитывая формулу (10), выражения (8) и (9) 

примут такой вид:
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При вдавливании штампа в упругое основание 

меняется пятно контакта, т. е. неизвестным являет-

ся параметр t. Для его определения переписывают 

выражение (10) в виде уравнения четвертой степе-

ни относительно t:
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Оставляя только действительный и положи-

тельный корень уравнения (13), получают
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Для проверки решения рассматривают взаимо-

действие штампа из дюралюминия радиусом осно-

вания R = 350 мм, шириной L = 21,6 мм и прямо-

угольной полосы из органического стекла с разме-

рами: 40Ч107 мм и толщиной s = 7,17 мм. Нагрузка 

на штамп составила р = 981 Н или на единицу тол-

щины модели P = p / s = 137 Н/мм. Упругие посто-

янные: модуль сдвига G = 890 МПа, коэффициент 

Пуассона ν = 0,35, тогда

G

1
1,19 10 МПа,3
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Из выражения (14) имеют t = 4,04 мм.

По формулам (11) и (12) определяют кон-

тактные нормальные и касательные напряжения, 

а по выражениям
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главные и максимальные касательные напряжения.

Для сравнения теории с экспериментальными 

данными на рис. 3 построены эпюры максималь-

ных касательных напряжений.

Экспериментальная эпюра построена для пря-

моугольной полосы из органического стекла на глу-

бине 1 мм под поверхностью контакта. Экспери-

ментальные исследования проведены на установ-

ке с комбинированным оптико-механическим 

прибором (лазерном интерферометре) по методи-

ке, описанной в работах [8–10]. Сравнительный 

анализ показал, что теоретическая кривая не вы-

ходит за пределы доверительного интервала стан-

дартного отклонения 5 %. Следовательно, округ-

лое основание штампа во втором приближении яв-

ляется одной из оптимальных форм в контактных 

задачах. Максимальные эквивалентные напряже-

ния составили 19,5 МПа,э 1 2 max( )σ = σ − σ =  а но-

минальные — σi = P / 2t = 17 МПа. Следовательно, 

действительный коэффициент концентрации нор-

мальных напряжений ασ = 1,15. Для прямоугольно-

го штампа он составляет 1,7 [10], или на 32 % выше 

по сравнению с округлым.

Выводы

Разработана методика оптимального проекти-

рования формы основания штампа, которая вклю-

чает следующие этапы:

1. Задается внешняя нагрузка на жесткий 

штамп Р.

2. Определяется упругая механическая характе-

ристика материала b* детали, на которую действу-

ет штамп.

3. Выбирается необходимый параметр пятна 

контакта t.
4. Определяется оптимальный радиус основа-

ния жесткого штампа R, используя выражение (10). 

Если его раскрыть относительно оптимального ра-

диуса, получают кубическое уравнение:
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Рис. 3. Сравнение теоретической эпюры максимальных 
касательных напряжений на линии сопряжения 

с экспериментальными данными для упругой полосы 
на глубине 1 мм
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5. Применяя стандартную методику масштаб-

но-физического моделирования, изготавливается 

плоская модель детали из органического стекла, 

штамп с круглым основанием из жесткого материа-

ла (металл) и проводятся исследования НДС по ме-

тодике и установке, описанной в работах [8, 10].

6. Затем этапы 1…4 повторяются при изготов-

лении реальной детали с оптимальной формой кон-

тура в зоне контакта.

Данная методика позволяет проектировать со-

пряжения деталей, не прибегая к сложному мате-

матическому аппарату или дорогостоящему про-

граммному обеспечению [11], причем ошибка 

в расчетах не превысит 5 %.
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ОПРЕДЕЛЕНИЕ ЖЕСТКОСТИ РЕЗИНОАРМИРОВАННОЙ 
ГУСЕНИЧНОЙ ЛЕНТЫ ПРИ ДЕФОРМИРОВАНИИ 
ЕЕ ОПОРНЫМИ КАТКАМИ ГУСЕНИЧНОГО ДВИЖИТЕЛЯ

Применение резиноармированных гусениц 

в конструкции гусеничных движителей имеет 

свои особенности взаимодействия с ведущей звез-

дочкой и опорными катками. Наличие достаточ-

но высоких грунтозацепов и гибкость гусеничной 

ленты в промежутках между ними существенно из-

меняет и характер воздействия на почву, особенно 

переувлажненную пойменную. Резина как матери-

ал при приложении нагрузки изменяется по опре-

деленным законам [1].

Пренебрегая в первом приближении взаимным 

влиянием нагрузок от соседних опорных катков, 


