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Аннотация. Величина износа деталей рабочих органов машин, эксплуатирующихся в абразивной среде, во многом 
определяет их ресурс. Однако в ряде случаев остановка техники связана с изломами исполнительных органов вследствие их 
истирания. В этом случае работоспособное состояние изделия определяется допускаемыми напряжениями. Теоретические 
исследования по нахождению математических зависимостей, связывающих износ и допускаемые напряжения, актуальны. 
Кроме того, они имеют общий характер и могут быть применены к различным по природе материалам: металлу, полимеру, 
композиту. Целью исследований является теоретическое исследование влияния внешних силовых факторов на прочность 
консольно-закрепленных деталей различных геометрических форм в процессе их абразивного изнашивания в период эксплуатации 
при равномерном их нагружении, то есть теоретическое определение величины предельного износа детали по допускаемым 
напряжениям. В результате исследования получено математическое выражение, устанавливающее взаимосвязь между 
максимально допустимыми напряжениями и величиной предельного износа консольно-закрепленной детали при равномерном 
нагружении, которая позволяет вычислить значения максимальных растягивающих напряжений в ее сечениях. Установлено, 
что максимальные растягивающие напряжения характерны для места защемления балки независимо от ее формы.

Ключевые слова: прочность, предельный износ, допустимые напряжения, консольно-закрепленные детали, 
абразивное изнашивание.
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Abstract. The intensity of wear observed in the working parts of machines operating in an abrasive environment 
largely determines their service life. However, in a number of cases, the downtime of equipment is associated with fractures 
of the operating elements casued by their abrasion. In this case, the operational state of the product is determined by the tolerable 
stresses. Theoretical studies on fi nding the mathematical relationships connecting wear and tolerable stresses are thus relevant. 
In addition, they are general and can be applied to various materials: metal, polymer, and composite ones. The goal of the present 
research is to make a theoretical study of the infl uence of external force factors on the strength of cantilever-fi xed parts of various 
geometric shapes in the process of their abrasive wear during the period of operation under uniform loading. In other words, 
the authors seek to determine the theoretical value of the limiting wear of a part according to the tolerable stresses. As a result 
of the study, a mathematical expression was obtained to establish the relationship between the maximum tolarable stresses 
and the value of the limiting wear of a cantilever-fi xed part under uniform loading. This relationship is necessary to analyse 
the values of the maximum tensile stresses in its sections. It has been established that the maximum tensile stresses are characteristic 
of the pinch point of the beam, regardless of its shape.
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Введение. Износ деталей рабочих органов машин, 
эксплуатирующихся в абразивной среде высокой интен-
сивности (горнодобывающая техника, сельскохозяйствен-
ные почвообрабатывающие орудия, агрегаты металлур-
гического производства [1-4]), во многом определяет их 
ресурс [5, 6]. В то же время нередко причиной останов-
ки техники являются изломы исполнительных органов 
вследствие их истирания [7, 8], то есть в этом случае ра-
ботоспособное состояние лимитируется допускаемыми 
напряжениями. Однако данный вопрос, даже при наличии 
соответствующих исследований [9], до настоящего време-
ни раскрыт недостаточно, особенно в теоретическом пла-
не. Проведенные ниже изыскания имеют общий характер 
и могут быть применены к различным по природе мате-
риалам: металлическим, полимерным, композитным.

Цель исследований: изучение влияния внешних 
силовых факторов на прочность консольно-закреплен-
ных деталей различных геометрических форм в процес-
се их абразивного изнашивания в период эксплуатации 
при равномерном их нагружении, то есть теоретическое 
определение величины предельного износа детали по до-
пускаемым напряжениям.

Материалы и методы. Расчетная схема принима-
ется в виде консольно-закрепленной балки (рис. 1, 2). 
Отметим, что подавляющее большинство технических 
средств, работающих в условиях абразивного изнашива-
ния, имеет рабочие органы с таким креплением испол-
нительных конструктивных элементов: например, зубья 
ковшей экскаваторов, культиваторные лапы, лемеха плу-
гов [10-12].

а б

Рис. 1. Расчетная схема (а) и профиль поперечного сечения балки (б)
Fig. 1. Design scheme (a) and cross-sectional profi le of the beam (b)

Результаты исследований. Рассмотрим балку дли-
ной l, защемленную на одном из своих концов, и свобод-
ную – на другом (балка – консоль) (рис. 1). К балке при-
ложена произвольная нагрузка q = q(x) (0 )x l  , пред-
ставляющая собой силу, отнесенную к единице длины 
балки (ее размерность Н/м).

Полагаем, что сечение балки – прямоугольник шири-
ной b и высотой h (рис. 1б). Если p(x) (Н/м2) – давление 
на поверхность балки, к которой приложена нагрузка 
q(x), то

 ( ) ( )q x b p x   (0 )x l  .  1
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Как известно из сопротивления материалов 1, основ-
ным параметром, характеризующим прочность изгиба-
емых балок, является величина растягивающих напря-
жений σ(x), возникающих на выпуклых поверхностях 
балок:

 ( )( ) M xx
W

   (0 )x l  ,  2

где M(x) – изгибающий момент в сечении x балки; W – 
момент сопротивления сечения балки. При прямоуголь-
ном сечении балки (рис. 2)

 
2

6
bhW  .  3

Изгибающий момент M(x) в сечении x балки соз-
дает нагрузка q(x), приложенная к балке правее се-
чения x, то есть на промежутке ( )x t l  . Исходя 
из того, что dF = q(t)dt – сила, приложенная к балке 
на ее участке  ;t t dt , а плечо этой силы равно t – x, 
то dM(x) = (t – x) · q(t)dt – момент силы dF = q(t)dt относи-
тельно сечения x. Полный момент M(x) в сечении x най-
дем суммированием моментов dM(x) на участке x t l  :

           
l

x
M x dM x t x q t dt t x q t dt       . 4

С учетом (1)

      
l

x
M x b t x p t dt    (0 )x l  .  5

Таким образом, согласно (2), (3) и (5) получаем:

      2

6 l

x
x t x p t dt

h
     (0 )x l  .  6

Это и есть расчетная формула для растягивающих на-
пряжений σ(x), возникающих на выпуклой (нижней) сто-
роне балки.

В частности, если p(t) = p0 = const (нагрузка на балку 
распределена по всей ее длине равномерно), то

  20
2

3
( )

p
x l x

h
    (0 )x l  .  7

Прочность изгибаемой балки определяется величиной 
максимальных растягивающих напряжений  max( )x , воз-
никающих в сечениях балки. Если толщина h балки по-
стоянна по всей ее длине, то

      
2

0max( ) 0 3 lx p
h

    .  8

Такие напряжения возникают при x = 0, то есть в точ-
ке защемления балки.

Рассмотрим более сложный случай, когда толщи-
на h балки является непостоянной по ее длине, то есть 
h = h (x) – функция от x. Это будет иметь место, если, 
например, в результате эксплуатации балка неравно-
мерно изнашивается изначально была неравномерной 

1 Молотников В.Я. Курс сопротивления материалов. М.: Лань, 
2016. 384 с.

по толщине. Тогда при равномерной нагрузке на балку, 
согласно (7),

 
 

2

0( ) 3 l xx p
h x
    

 
 (0 )x l  .  9

Иными словами,

 
 

2

0
0

( )( ) 3x l xx
p h x
      

 
 (0 )x l  ,  10

где σ0(x) – безразмерные растягивающие напряжения 
в сечениях x балки. Они будут максимальными при зна-
чении x, при котором функция

 
 

( ) l xf x
h x


  (0 )x l    11

примет свое максимальное значение. При этом

  
 

  2max
0 maxmax

0

( )
( ) 3

x
x f x

p


   .  12

В качестве примера реализации формулы (12) рассмо-
трим балку, толщина h(x) которой равномерно убывает в на-
правлении от ее защемленного конца к свободному (рис. 2).

Рис. 2. Расчетная схема 
при неравномерном износе балки

Fig. 2. Design scheme 
with uneven wear of the beam

В этом случае функция h(x) будет иметь вид:

    0 0 1
xh x h h h
l

    (0 )x l  ,  13

где h0 – толщина балки в месте ее защемления 
(при x = 0), а h1 – на ее свободном конце (при x = l).

Тогда

 
 

0 0 1

( )
( )

l x l xf x
xh x h h h
l

 
 

 
 (0 )x l  .  14

Если исследовать функцию f(x) с помощью ее произ-
водной, так как

 

 
1

2

0 0 1

( ) 0
( )

hf x
xh h h
l

   
 

  15

для всех x, то функция f(x) является убывающей. Следо-
вательно,

     max
0

0 lf x f
h

  .  16
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Тогда согласно (12) получаем

 
  2

max

0 0 0

( ) (0) 3
x l
p p h

      
 

.  17

Формула (17) совпадает с формулой (8). Это зна-
чит, что при равномерной нагрузке на балку максималь-
ные (наиболее опасные) растягивающие напряжения 
 max( )x  на выпуклой стороне балки имеют место в точке 
защемления балки (при x = 0). Они имеют одно и то же 
значение независимо от того, постоянна по толщине балка 
или эта толщина равномерно убывает к свободному концу.

Выразим h0 из формулы (17):

 
 

0
0

max

3
( )

p
h l

x


ïð .  18

Здесь h0пр является остаточной толщиной детали в ме-
сте ее защемления. Задаваясь максимально допустимыми 
напряжениями  max( )x , по формуле (18) этот параметр 
можно вычислить.

Подсчитав остаточную толщину детали h0пр в месте ее 
защемления и зная начальное значение hн этой толщины, 
получим выражение для определения предельного изно-
са детали:

 
 

0
0

max

3
( )

p
h h h h l

x
    

í 0ïð í .  19

Выводы

1. Полученная формула позволяет определить величи-
ны максимальных растягивающих напряжений в сечени-
ях консольно-закрепленной балки при ее изгибе при рав-
номерном нагружении.

2. При равномерной нагрузке максимальные растя-
гивающие напряжения имеют место в точке защемления 
независимо от формы балки.

3. Получено математическое выражение, позволяю-
щее вычислить предельный износ детали через макси-
мально допустимые напряжения при изгибе детали.
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