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ЗАКОНОМЕРНОСТЬ ИЗМЕНЕНИЯ ДЕФОРМАЦИЙ 
В ОПОРНОЙ ПОВЕРХНОСТИ ПО ШИРИНЕ ОБОДА 
ПРИ КРИВОЛИНЕЙНОМ КАЧЕНИИ ЖЕСТКОГО КОЛЕСА

С целью выявления возникающих деформаций и закономерности их изменения при криволи-
нейном качении жесткого колеса по деформируемой дороге, для обоснования исходной расчетной 
схемы исследования явлений, возникающих в контактной поверхности колеса и дороги, рассмотрена 
задача качения колеса на горизонтальной местности в условиях одновременно действующих нормаль-
ной нагрузки, боковой и толкающей сил. Применен закон независимости действия сил: определены 
возникающие на контактной площадке давления от нормальной нагрузки и боковой силы по отдель-
ности и соответственно сложением полученных результатов выявлен закон распределения линейных 
давлений в поперечном направлении обода колеса при совместном действии указанных сил. Выведена 
формула определения деформаций в зависимости от режима нагружения колеса и его геометрических 
параметров с учетом деформационных свойств дороги. Выведенная формула деформаций содержит 
многочлен, изменяющийся по закону кубической параболы, наличие которой весьма усложнит ее при-
менение при дальнейших аналитических исследованиях процесса криволинейного качения колеса. 
С целью упрощения полученной формулы кубический многочлен аппроксимирован функцией, изме-
няющейся линейным законом. Оценены погрешности, появляющиеся в результате аппроксимации, 
которые находятся в пределах допустимых приближений.

Ключевые слова: жесткое колесо, опрокидывающий момент, обод колеса, опорная поверхность, 
деформация.

Введение. Во многих случаях теория качения 
колеса базируется на основах качения жесткого 
(металлического) колеса. Поэтому вопрос каче-
ния жесткого колеса остается актуальным, осо-
бенно при взаимодействии с деформируемыми 
основаниями. В данной работе рассмотрена задача 
качения колеса на горизонтальной местности в ус-
ловиях одновременно действующих нормальной 
нагрузки, боковой и толкающей сил.

Цель исследований – выявление возникаю-
щих деформаций и закономерности их измене-
ния при криволинейном качении жесткого колеса 
по деформируемой поверхности и обоснование 
исходной расчетной схемы исследования явлений, 
возникающих в контактной поверхности колеса 
и основания.

Результаты исследований. С целью обоснова-
ния и с достаточной точностью, исходной расчет-
ной схемы исследования явлений, возникающих 
в контактной поверхности колеса и дороги, рассмо-
трим задачу качения жесткого колеса в условиях 

одновременно действующих нормальной нагрузки 
Q, боковой силы T и толкающей (перекатывающей) 
силы P.

Воспользуемся законом независимости дей-
ствия сил [1, 2]: определим возникающие на кон-
тактной площадке давления от сил Q и T по от-
дельности и, соответственно сложив результаты, 
найдем закон распределения линейных давлений 
от совместного действия сил в поперечном направ-
лении обода колеса.

При определенных параметрах колеса (радиусе 
r0 и ширине обода b) и объемной жесткости грун-
та c под воздействием нормальной силы Q = const 
в вертикальном направлении произойдет опреде-
ленная деформация: ho = const, и в контакте об-
разуется деформированная призма полусегмент-
ного сечения. Площади поперечных сечений ОАВ 
деформируемой призмы (рис. 1а) по всей ширине 
обода равны.

На каждое сечение деформируемой призмы 
приходится линейная сила с интенсивностью /Q b, 
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которые уравновешиваются суммарными реакци-
ями qQ, возникающими от деформации данного 
сечения. При этом Q OABq = c S , где OABS  – пло щадь 

сечения ОАВ: OAB o o o o o o     
2 2S = h r sin h r
3 3

. 

Следовательно,
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Q
q h r c

b
     , (1)

или, имея в виду, что
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получим

 2 31
3o o o Q

Qq = q = c r =
b

, (3)

откуда следует:

 2 31
3 o oQ c r b     , (4)

где 2 31
3 o oV r b     – объем деформируемой полу-

сегментной призмы.
Из уравнения (2) видно, что деформация и угол 

обхвата контактной дуги ОА призмы связаны про-
стым геометрическим соотношением:
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h
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  . (5)

Исключив угол o  из уравнения (1), получим

     32 2 2
2
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o
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q q c r h c r h

b r
       . (6)

Силы линейных реакций oq  применены в цен-
трах тяжести каждого сечения полусегментной 
призмы, и для сечения ОАВ (рис. 1а) находятся 
на 1/3 отрезка ВА от точки В, т.е. хе = АВ/3. Силы 
линейных реакций qo по ширине b обода будут рас-
пределены на линии, соединяющей центры тяжести 
сечений.

Рассмотрим реакции, возникающие под воздей-
ствием T const  боковой силы.

Боковая сила T перпендикулярна плоскости 
вращения колеса и, действуя по его оси, созда-
ет поворачивающий (опрокидывающий) момент 
M T r Q e    , под воздействием которого 
в контакте обода и дороги центр давления пе-
ремещается от центра симметрии колеса на ве-
личину

 T r
e

Q


  (7)

и происходит перераспределение нормальных дав-
лений. При этом кромка 1-1 обода (рис. 1а), допол-

нительно нагружаясь, еще больше вдавливается 
в опорную поверхность, а кромка 2-2, частично 
разгружаясь, стремится оторваться от поверхности. 
В этом процессе неизменными остаются только 
давление oq  и деформация oh , соответствующие 
центру О обода. В результате сечения деформиру-
емой призмы в контакте обода и опорной поверх-
ности хоть и сохраняют свой полусегментный вид, 
однако в различных сечениях параметры приобре-
тают переменные значения: yh , y , yq , и площади 
сечений по направлению от частично разгруженной 
кромки к дополнительно нагруженной кромке воз-
растают, как показано на схемах 1-4 рисунка 1б.

Возникшие от опрокидывающего момента М 
линейные давления или их реакции в правой и ле-
вой областях от центра О обода распределяются 
по закону треугольника и во всяком сечении y  
по положительному направлению оси OY  будут: 

, 3

12
M y o
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b b
    , где принято обозначение 

2

12
o

e
b

  . Эти давления распределяются по линии, 

соединяющей центры тяжести сечений, где одно-
временно действуют также линейные реакции 

Q o

Q
q q const

b
   , возникшие от действия толка-

ющей силы Q. Следовательно, в данном сечении y  
суммарная линейная реакция от силы Q и момента М 

будет:    , 1 1y o M y o o o

Q
q q q y q y

b
         .

Заметим, что цель данного исследования – вы-
явление возникающих деформаций yh  и закономер-
ности их изменения, и, поскольку возникающая 
реакция прямо пропорциональна площади сечения 
(c = const), можем написать:

 y y

o o

S q

S q
 , (8)

где Sy и So – площади указанных (y и о) сечений. С уче-
том уравнения (6) можем написать: 32

2
3y o yS r h   

и 32
2

3o o oS r h  . Подставляя эти значения в соот-

ношение (8), получим 
3

3
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o
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h
l y

h
   , откуда

  3 2
1y o oh h y   . (9)

Воспользуемся закономерностью биномиаль-

ного ряда [3, 4]  1 1
m

x m x    
  21

2 !

m m
x




–     31 2
...

3 !

m m m
x

 
  и, имея в виду, что 

при 1o y    этот ряд быстро сходится, и прене-
брегая  4o y   и членами более высоких порядков, 
для определения деформаций получим

 2 2 3 3
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3 9 81y o o oh h y y y          
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Рис. 1. Реакции, возникающие под воздействием постоянной боковой силы

Как видно из уравнения (10), функция 
2 2 3 3

1 0

2 1 4
1

3 9 81o oY y y y          является мно-

гочленом третьей степени и представляет из себя 
кубическую параболу. Для определения графи-
ческого вида и исследования поведения парабо-
лы подставим в уравнение значение 212 /o e b   
и приведем его к каноническому виду

 
2 3

2 3
1 2 4 6

1 8 16 85,333
e e e

Y y y y
b b b

    . (11)

Функцию 1Y  будем исследовать в промежутке 
0,5 0,5b y b   , соответствующему ширине b  обо-
да колеса. Обозначив y b x  , где 0,5 0,5x   , 

получим 0,5 0,5b y b    1 1 8
e

Y x
b

  
2

2
2

16
e
x

b
 

 3
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e
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1 1 1 1 1Y a x b x c x d       , (12)

где 85,333  ; 
2

1 2
16
e

b
b

  ; 1 8
e

c
b

  ; 1 1d  .
По уравнению (12) графический вид и поведе-

ние функции Y1 (x) зависит от знаков величин 1a  и , 
где 2

1 1 13 -a c b   
4

4
1792 0

e
b

 .

Так как 0   и 1 0a  , функция Y1 (x) является 
монотонно убывающей (рис. 2). Координаты точки 
Е перегиба графика кубической параболы, которая 
является центром симметрии кривой Y1 (x), опреде-

ляются по формулам 
3

1 1 1 1 1
12

1 1

2 9
,

3 27
b b a b c

E d
a a

   
  
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. 
Определим их значения:
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2
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3
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3
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e
b ebx
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     
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, (*)

3
1 1 1 1
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2 9
27E

b a b c
y d
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  

  

3
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2 16 9 85,333 16 8
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    

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Значение абсциссы xE зависит от соотношения 
b/e, и при данной ширине b обода колеса, в зависи-
мости от значения боковой силы Т, величина пере-
мещения e центра давления может иметь разные 
значения в пределах max0 e e  . При этом, значе-
ние e = 0 возможно только в случае T = 0, когда 
колесо совершает прямолинейное качение. Однако 
в данном случае рассматривается качение колеса 
по криволинейной траектории, а это означает: что 
e всегда должна быть больше нуля. С другой сторо-
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ны, е = еmax означает: боковая сила (Tmax) такова, что 
действующая на разгруженную кромку линейная 
реакция 2q  исчезла, т.е. 2 0q  , и что в данной точке 
деформации не происходит. Когда боковая сила пре-
высит значение Tmax, разгруженная кромка колеса 
оторвется от опорной поверхности и поставленная 
задача станет некорректной. Для исключения по-
добного события необходимо и достаточно, чтобы 
при значении абсциссы / 2y b , что соответствует 
разгруженной кромке обода, имело место условие 

1 0Y  , т.е. 
2 2 3 3

1 2 4 6
1 8 16 85,333

2 4 8
e b e b e b

Y
b b b

       

=
2 3

2 3
1 4 4 10,666 0

e e e
b b b

    . Решая последнее ме-
тодом подстановки, получим

 max 0,1933
5,17
b

e e b    . (13)

Подставив полученное значение maxe  в уравне-
ние (*), получим 0,0625E

b
x

e
  0,0625 5,17   

 
0,323  . Значит, точка перегиба, или центр симме-

трии функции Y1 (x), смещена в сторону отрицатель-
ной области оси Х и при e = emax имеет координаты 
Е(–0,323; 1,458) (рис. 2). Заметим, что при значени-
ях e меньше maxe  центр симметрии Е приблизится 
к оси Y, стремясь к точке О1, однако всегда останется 
в области отрицательных значений оси ОХ, так как 
при значении 0e  , как уже отметили выше, колесо 
покатится прямолинейно и функция  1Y x  исчезнет.

-0,5 -0,4 -0,3
-0,323

-0,2 -0,1 0 0,20,1 0,3 0,4 0,5

0,2

0,4

0,6

0,8

1,0

1,2

1,4 1,458
1,6

1,8

E

Y1

O1

-b/2 b/2

x

Y1=f(x)

Рис. 2. График функции Y1 (x)

Следовательно, при условии контакта коле-
са и дороги функция Y1 (x) в основном действует 
на ветви, находящейся правее от точки симметрии Е, 
где кривая имеет направленную вверх выпуклость. 
Однако заметим, что в интервале ширины b обода 
колеса, когда аргумент y x b   меняется в преде-
лах 0,5 0,5b y b   , кривизна указанной кривой 
весьма незначительна и приближается к прямой ли-
нии. В этом убеждаемся, построив графики функ-
ции  1 ,Y f e y  для различных значений смещения 
центра давления е (e = b/6, b/9, b/12, b/15) (рис. 3).
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Рис. 3. Кривые параболической функции Y1 (e, y)

Это означает, что изменяющуюся по закону ку-
бической параболы функцию Y1 с высокой точно-
стью можно аппроксимировать функцией Y2, изме-
няющейся линейным законом.

Очевидно, что линейная функция 2Y  должна 
быть такой, чтобы при практических расчетах, 
для всего поля переменных y, e и семейства кривых, 
с приемлемой точностью воспроизвести значения 
нелинейной функции Y1, т.е. должно иметь место 
приближенное тождество:

    2 1, ,Y y e Y y e . (14)

Ясно, что линейная функция Y2 должна иметь 
вид 2 01Y k y    , где коэффициент k – пока 
неизвестная усредненная величина, при наличии 
которой осуществится условие (14). Следователь-
но, необходимо и достаточно, чтобы имело место 
уравнение  0 11 ,k y Y y e    , откуда определим 
усредненный коэффициент k:

  11 ,

o

Y y e
k

y





, (15)

или

2 2 3 22 1 4
1 1

3 9 81o o o

o

y y y
k

y

  



      
 



 2 22 1 4
3 9 81o oy y      . (16)

Выполнив необходимые расчеты, опреде-
лили значение усредненного коэффициента k: 
k = 0,6751 – и для линейной функции 2Y  получили 
следующее уравнение:

2 2
1 0,6751 1 8,1 1o

e
Y y y y

b
          , (17)

где

 0,675 8,1o   
2

e
b

. (18)
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Для того же интервала y ( 0,5 0,5b y b   ) и раз-
личных значений е (e = b/6, b/9, b/12, b/15) рассчи-
тали значения линейной функции Y2 и на графике, 
отображающем кривые параболической функции 
Y1(e, y) (рис. 3), построили прямые линейной функ-
ции Y2, которые выполнены пунктирными линиями.

Анализ полученных графиков показал, что 
для всего множества рассчитанных точек, принад-
лежащих исследуемым кривым, в зависимости 
от возможных значений переменных y, e отклонения 
и ошибки в основном находятся в пределах допусти-
мых приближений, кроме значений четырех-пяти то-
чек, соответствующих значениям e = b/6 промежут-
ка 0,3 0,5b y b   и значениям e = b/9 промежутка 
0,4 0,5b y b  . Для этих точек ошибки находятся 
в недопустимо больших пределах δ = 5,7…88%.

Последнее можно объяснить тем, что в указан-
ных пределах изменения y при данных значениях 
e разгруженная кромка обода колеса на контакт-
ной поверхности, с точки зрения силового воздей-
ствия, весьма приближается к тому граничному 
состоянию, когда из-за чрезмерного разгружения 
кромка колеса стремится оторваться от опорной 
поверхности. Это явление при наименьших зна-
чениях е (e = b/12, b/15) и указанных пределах 
изменения y не наблюдается: ошибки находятся 
в пределах δ = 2,1…4,7%. Следовательно, большие 
ошибки появляются из-за больших значений e, гра-
ничное значение которой, как определили выше, 

max 0,1933
5,17
b

e b   , а значение e = b/6 близко 
к максимально допустимому значению.

Кроме того, надо иметь в виду, что в данном слу-
чае исследуется отдельно взятое свободное колесо, 
которое практического применения не имеет. В дей-
ствительности колесо работает в ходовой системе 
машины, где влияние смещения центра давления е 
значительно меньше, так как здесь учитывается как 
ширина b обода колеса, так и величина B колеи ко-

лесной пары или моста. В результате значительно 
уменьшаются возникающие ошибки не только в ука-
занных точках, а также, и без того малые ошибки, 
всех точек, находящихся в поле переменных y, e.

Учитывая вышесказанное, приходим к выводу, 
что при качении колеса по криволинейной траекто-
рии возникающие деформации, определяющиеся 
нелинейной, изменяющейся по закону кубической 
параболы функцией Y1, можно заменить линейной 
функцией Y2. При этом деформации, возникающие 
в контакте по ширине обода колеса, определяются 
по линейному закону

  1y oh h y   . (19)

Выводы

Выявлена закономерность распределения ли-
нейных давлений в поперечном направлении обо-
да колеса при совместном действии указанных сил. 
На основании этой закономерности выведена фор-
мула определения деформаций в зависимости от ре-
жима нагружения колеса и его геометрических па-
раметров с учетом деформационных свойств дороги.
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In order to identify the emerging deformations and the regularities of their changes in the curvilinear 
rolling of a rigid wheel along a deformed road, as well as to justify the initial design scheme for investigat-
ing phenomena occurring in the contact surface of a wheel and a road, the authors have studied a problem 
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of rolling a wheel on a horizontal terrain under conditions of a simultaneously acting normal load, lateral 
and pushing forces. The law of the independence of the action of forces has been applied: the pressures aris-
ing from the normal load and the lateral forces arising on the contact pad are determined separately, and the 
law of the distribution of linear pressures in a transverse direction of the wheel rim has been determined 
basing on the combined action of these forces. The formula for determining deformations has been derived 
depending on the wheel load mode and its geometric parameters, taking into account the deformation proper-
ties of the road. The derived strain formula contains a polynomial that varies according to the law of a cubic 
parabola, the presence of which will complicate its application in further analytical studies of the process 
of curvilinear rolling of a wheel. To simplify the formula, the cubic polynomial is approximated by a function 
that varies linearly. The authors have also estimated errors resulting from the approximation and occurring 
within accepatable approximations.

Key words: rigid wheel, overturning torque, wheel rim, bearing surface, deformation.


