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Аннотация. Исследования посвящены анализу реактивного массопереноса в двухслойной пористой 
среде с  пространственно-неоднородным распределением пористости. В  работе рассматривается 
система, состоящая из  двух областей: левой с  постоянной пористостью и  правой с  переменной 
пористостью, описываемой заданным распределением. При условии малой скорости растворения 
минералов система сводится к стационарной постановке, что позволяет получить аналитические 
решения для концентрации и ее производной на границе раздела сред. Особое внимание уделено 
влиянию ключевых безразмерных параметров – чисел Пекле (Pe) и Дамкёлера (Da), определяющих 
динамику процесса. Установлено, что при Pe ≫ 1 система выходит на стационарный режим, при 
котором концентрация стремится к пределу 1/(1+Da), а ее производная – к значению -Da ∙ Pe/(1+Da). 
В  случае Da ≪ 1 концентрация и  ее производная становятся независимыми от  параметров 
массопереноса, что указывает на изменение механизма переноса в этом предельном режиме. Важную 
роль играет также обратная зависимость между числом Da и параметром α, характеризующим 
распределение пористости, что подчеркивает влияние неоднородности среды на  устойчивость 
фронта растворения. Полученные аналитические решения подтверждены численными расчетами, 
демонстрируя высокую степень согласованности. Результаты работы имеют практическое 
значение для моделирования процессов кислотной обработки пластов, управления фильтрацией 
в нефтегазовых месторождениях и прогнозирования гидрогеологических процессов в неоднородных 
пористых средах.
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Abstract. The study is devoted to the analysis of reactive mass transfer in a two-layer porous medium 
with a  spatially inhomogeneous distribution of  porosity. The  paper considers a  system consisting 
of two regions: the left one with constant porosity and the right one with variable porosity described 
by a given distribution. Under the condition of a low rate of mineral dissolution, the system is reduced 
to  a  stationary statement, which allows us to  obtain analytical solutions for  the concentration and 
its derivative at the interface between the media. Particular attention is paid to the influence of key 
dimensionless parameters – the Peclet (Pe) and Damköhler (Da) numbers, which determine the dynamics 
of the process. It is found that at Pe ≫ 1, the system enters a stationary mode, at which the concentration 
tends to the  limit 1/(1+Da), and its derivative – to the value -Da Pe/(1+Da). In the case of Da ≪ 1, 
the concentration and its derivative become independent of the mass transfer parameters which indicates 
a change in the transfer mechanism in this limiting mode. An important role is also played by the inverse 
relationship between the Da number and the parameter α, characterizing the distribution of porosity, 
which emphasizes the influence of the heterogeneity of the medium on the stability of the dissolution 
front. The obtained analytical solutions are confirmed by numerical calculations, demonstrating a high 
degree of consistency. The results of the work are of practical importance for modeling the processes of acid 
treatment of formations, filtration control in oil and gas fields and forecasting hydrogeological processes 
in heterogeneous porous media.
The work was carried out at the expense of the Development Program of the K.A. Timiryazev 
Russian State Agricultural Academy within the  framework of  the  Strategic Academic 
Leadership Program “Priority 2030”.
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Введение. Фильтрация жидкостей и газов 
в  пористых средах представляет собой важную 
научную и  практическую задачу, актуальную 
для нефтегазовой отрасли, гидрогеологии и хи-
мической технологии. Процессы массопереноса 
в неоднородных пористых структурах осложня-
ются изменяющейся пористостью, химическими 
реакциями на границах раздела фаз и сложной 
динамикой течения [1-3]. Особый интерес вызы-
вает моделирование реактивного массопереноса 
в  системах с  пространственно-неоднородными 
свойствами, где процессы фильтрации тесно свя-
заны с химическим растворением породы [4, 5].

Современные подходы к моделированию 
таких процессов включают в себя как аналити-
ческие методы, основанные на  решении диф-
ференциальных уравнений фильтрации и  пе-
реноса, так и  численные алгоритмы, позволя-
ющие учитывать сложную геометрию пористой 
среды  [6-8]. В  таких работах, как  [9, 10], рас-
сматриваются задачи стационарной фильтра-
ции с  учетом неоднородности пористых слоев, 
тогда как в исследованиях [11, 12] особое вни-
мание уделяется неустойчивости фронта рас-
творения и его влиянию на динамику течения. 
Важную роль играют также методы численного 
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моделирования включая алгоритмы решения 
многомерных задач фильтрации [13, 14] и при-
менение параллельных вычислений для ускоре-
ния расчетов [15].

В данной работе исследуется процесс ре-
активного массопереноса в  системе, состоящей 
из двух пористых сред с различным распределе-
нием пористости. Левая область характеризует-
ся постоянной пористостью, тогда как в правой 
зоне пористость изменяется в соответствии с за-
данным распределением  (1). При малой скоро-
сти растворения минералов система может быть 
описана в стационарной постановке, что приво-
дит к уравнениям (2) и (3) с граничными условия-
ми (6)-(9). Особенностью данной задачи является 
возможность аналитического решения для кон-
центрации кислоты в левой области (17), которое 
затем используется для определения параметров 
на границе раздела сред.

Цель исследований: теоретическое и чис-
ленное исследование распределения концентра-
ции кислоты в двухслойной пористой среде с уче-
том неоднородности пористости и  химического 
взаимодействия на границе раздела.

Особое внимание уделяется анализу влия-
ния ключевых безразмерных параметров – чисел 
Пекле (18) и Дамкёлера (19) – на характер рас-
пределения концентрации и устойчивость фрон-
та растворения. На  основе полученных анали-
тических решений (21)-(23) выполняется оценка 
предельных режимов системы и их соответствия 
результатам численного моделирования.

Полученные решения позволяют не только 
описать стационарное распределение концентра-
ции, но и выявить критические параметры, опре-
деляющие устойчивость процесса фильтрации 
в неоднородных пористых средах.

Материалы и  методы исследований. 
Исследуемая область состоит из двух пористых 
сред с  различным распределением пористости, 
что позволяет выделить две зоны. В левой зоне 
пористость постоянна, тогда как в  правой она 
описывается следующим распределением:
	 ( ) ( )−α −φ = φ + φ − φ 1

0 0
x L

f e ,� (1)
где φ – пористость пористой среды; φ0 – начальная пористость 
пористой среды в нерастворенной части правой области; φf – 
пористость пористой среды в левой области; L – местополо-
жение границы раздела между левой и правой областями; 
α  – константа для L1, отражающая распределение пори-
стости в частично растворенной части растворимых матери-
алов в правой области.

Данная теоретическая задача может быть 
сведена к  одномерной постановке при условии 
стационарного режима реактивного массопе-
реноса. В  случаях, когда скорость растворения 

минералов или емкость системы достаточно 
малы  (что характерно для многих реальных 
процессов химического растворения), временная 
зависимость в уравнениях переноса становится 
пренебрежимо малой. Таким образом, система 
реактивного массопереноса может рассматри-
ваться как стационарная. При данных допуще-
ниях управляющие уравнения задачи принима-
ют следующий вид:

	
∂ ∂

= φ
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2
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C Cu D
x x

; � (2)

	
∂ ∂ ∂φ ∂
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где u – скорость фильтрации по Дарси в горизонтальном 
направлении, м/с; C – концентрация кислоты, кмоль/м3; D – 
коэффициент молекулярной диффузии кислоты, м2/с; k  – 
константа скорости реакции растворения, м/с; S – удельная 
площадь реакционной поверхности (на единицу объема не-
растворенного материала) в правой области, м-1:
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где s0 – начальная удельная площадь поверхности, м-1.

Подстановка уравнений (1) и (4) в (3) при-
водит к следующему уравнению:
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Граничное условие задачи имеет следую-
щий вид:

	 = 0( )C x C ,� (6)
где C0 – концентрация кислоты на входной границе (левая 
граница области).

Условия непрерывности массы и ее потока 
на границе раздела сред записываются следую-
щим образом:

	 − += ==
1 1

( ) ( )x L x LC x C x  � (7)

	

( )( ) ( )( )
− += =

∂ ∂
φ = φ

∂ ∂1 1x L x L

C x C xD D
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С учетом (1) уравнение (8) можно перепи-
сать как

( ) ( )
− + − += = = =

∂ ∂ ∂ ∂   = =   ∂ ∂ ∂ ∂   1 1 1 1

2 2

2 2, .
x L x L x L x L

C C C C
x x x x
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Результаты и  их обсуждение. С  уче-
том постоянства пористости в  левой области 
рассматриваемой системы распределение кон-
центрации в этой зоне допускает аналитическое 
решение через специальную методику замены 
граничных условий. Суть подхода основывается 
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на  особенностях математической структуры 
уравнений задачи: поскольку  (2) представля-
ет собой дифференциальное уравнение второго 
порядка, для однозначного определения его ре-
шения требуется задание двух граничных усло-
вий. При  этом прямое аналитическое решение 
уравнения (3) оказывается невозможным, одна-
ко в точке границы раздела (x = L1) оно должно 
выполняться автоматически. Важнейшее преи-
мущество предлагаемой стратегии заключается 
в том, что решение уравнения (3) в точке контак-
та сред может быть выражено через уже извест-
ное аналитическое решение уравнения  (2), что 
находит свое отражение в соотношениях (7) и (9). 
Для лучшего понимания механизма работы дан-
ного метода ниже приводится его детальное по-
шаговое описание.

Теоретическое решение уравнения (2) мож-
но математически выразить как

	  ( ) β= +xC x Ae B,� (10)
где A и  B  – неизвестные постоянные, подлежащие опре-
делению; β  – параметр, определяемый следующим вы-
ражением:

	
β =

φf

u
D

.� (11)

Применение граничного условия из урав-
нения (6) приводит к соотношению:

	 = −0A C B. � (12)
Таким образом, уравнение (10) преобразу-

ется к виду:

	 ( ) ( )β β= + −0 1x xC x C e e B.� (13)
Используя предложенный метод подста-

новки условий сопряжения, подставляем  (13) 
в (5) на границе раздела (x = L1) для нахождения 
константы C, что дает уравнение:
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Очевидно, константу B можно определить 
из уравнения (14) следующим образом:
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Подстановка уравнения  (15) в  уравне-
ние (12) дает следующее выражение:

	
β β
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Итоговое решение дифференциального 
уравнения (2) принимает форму:
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Уравнение (17) можно привести к безраз-
мерному виду, введя два ключевых параметра: 
число Пекле, характеризующее динамические 
свойства левой области, и число Дамкёлера, опи-
сывающее процессы в правой области:

	
=
φ
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f

uLPe
D

;� (18)
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u
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где Pe – число Пекле; Da – число Дамкёлера.

Дополнительно потребуется определить 
следующие безразмерные параметры:
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С помощью указанных критериев подо-
бия уравнение  (17) приводится к  безразмер-
ной форме:
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На границе раздела между левой и правой 
областями получены следующие аналитические 
решения:
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Анализ уравнений  (22) и  (23) позволяет 
выявить важные закономерности поведения 
системы при предельных значениях парамет-
ров. В  случае, когда число Пекле значитель-
но превышает единицу  (Pe ≫ 1), безразмерная 
концентрация на  границе раздела стремится 
к пределу 1/(1+Da), в то время как ее произво-
дная асимптотически приближается к значению 
-Da ∙ Pe/(1+Da). Эти соотношения демонстриру-
ют, что при больших значениях Pe и фиксирован-
ном числе Дамкёлера Da система выходит на ста-
ционарный режим, при котором концентрация 
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определяется ключевыми параметрами процесса 
массопереноса.

Особый интерес представляет случай ма-
лых значений числа Дамкёлера (Da ≪ 1). В этом 
пределе как концентрация, так и ее производная 
стремятся к  постоянным значениям, которые 
перестают зависеть от  характеристик системы 
массопереноса. Это наблюдение имеет принци-
пиальное значение для понимания механизмов 
формирования неустойчивости фронта растворе-
ния, особенно в системах с пространственно-не-
однородным распределением пористости, харак-
терным для правой области рассматриваемой 
системы.

Существенную роль в поведении системы 
играет обратная зависимость между числом Дам-
кёлера Da и  параметром α, характеризующим 
распределение пористости. Эта связь приводит 
к тому, что значение α оказывает определяющее 
влияние как на предельные значения концен-
трации и ее производной на границе раздела, так 
и на положение самого фронта между областями 
с различными свойствами. С практической точки 

зрения такая граница может рассматриваться 
как плоский референтный фронт при теоретиче-
ском анализе устойчивости системы, что особенно 
важно для моделирования процессов в геологиче-
ских средах с неоднородной пористой структурой.

Результаты, представленные на  рисун-
ках 1 и 2, полностью подтверждают эти выводы, 
демонстрируя хорошее соответствие между ана-
литическими предсказаниями и  численными 
расчетами.

Выводы
1. Разработана математическая модель ре-

активного массопереноса в двухслойной пористой 
среде с неоднородным распределением пористо-
сти. Показано, что при малой скорости раство-
рения минералов система может быть описана 
в стационарной постановке. Это позволило полу-
чить аналитические решения для концентрации 
и ее производной на границе раздела сред.

2. Установлено, что поведение системы 
определяется безразмерными числами Пекле (Pe) 
и  Дамкёлера  (Da). При  Pe ≫ 1 концентрация 

(а) (б)
Рис. 1. Влияние числа Пекле на безразмерную концентрацию (а) и ее первую 

производную (б) на границе раздела левой и правой областей
Fig. 1. The effect of the Peclet number on the dimensionless concentration (a) and its first derivative (b) 

at the interface between the left and right regions

(а) (б)

Рис. 2. Влияние числа Дамкёлера на безразмерную концентрацию (а) и ее первую 
производную на границе раздела левой и правой областей (б)

Fig. 2. The effect of the Damköhler number on the dimensionless concentration (a) and its first 
derivative at the interface between the left and right regions (b)
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кислоты стремится к пределу 1/(1+Da), а ее про-
изводная – к значению -Da ∙ Pe/(1+Da), что сви-
детельствует о выходе системы на стационарный 
режим. В случае Da ≪ 1 концентрация и ее про-
изводная становятся независимыми от парамет-
ров массопереноса.

3. Выявлена обратная зависимость между 
числом Da и  параметром α, характеризующим 
распределение пористости в правой области. Это 
указывает на критическую роль неоднородности 
пористой структуры в формировании устойчиво-
сти фронта растворения.

4. Аналитические решения подтверждены 
численными расчетами, демонстрируя хорошую 
согласованность. Это подтверждает адекватность 

предложенной модели для описания процессов 
в реальных геологических средах.

5. Полученные результаты позволяют про-
гнозировать распределение концентрации в не-
однородных пористых системах, что важно для 
оптимизации процессов кислотной обработки 
пластов, управления фильтрацией в нефтегазо-
вых месторождениях и моделирования гидрогео-
логических процессов.

Таким образом, проведенные исследования 
расширяет понимание механизмов реактивного 
массопереноса в неоднородных пористых средах 
и предоставляет инструменты для анализа устой-
чивости фронта растворения в практических при-
ложениях.
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