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Аннотация. Выбор эффективных технологий уборки и  ресурсосберегающих способов подготовки 
фуражного зерна к  скармливанию является важной задачей развития кормовой базы животноводства 
в  регионах повышенного увлажнения. Технологическую и  техническую политику уборки зерновых 
культур в  условиях вероятностного характера прогноза изменяющихся погодных условий помогает 
построить математическое и компьютерное моделирование – в частности, Марковские цепи. Исследования 
проведены с  целью разработки математической модели управления технологическим процессом 
уборки зерновых культур на основе использования Марковских цепей. В качестве резерва расширения 
уборочного периода фуражных посевов зерновых культур предложили применить технологии заготовки 
зерносенажа, уборки колосьев безобмолотным способом, плющения и  консервирования зерна, 
осуществляемых в фазах молочной и восковой спелости. Разработаны оптимизационная математическая 
модель и программа определения рациональных площадей уборки зерновых культур, которые учитывают 
вероятность погодных условий и  состояние спелости зерновых. Апробация модели и  программы 
проведена для условий Северо-Западного региона Российской Федерации при заданной вероятности 
неблагоприятных погодных условий 0,6 и  доле получаемого семенного зерна в объеме 10%. Частным 
решением модели предусмотрена заготовка зерносенажа на 56,8% площадей зерновых культур. Очесом 
колосьев безобмолотным способом планируется убрать 19,7%, на плющение и консервирование зерна 
придется 7,1%, на  производство фуража сушкой остается 4,0% площадей. Разработанная модель 
показывает, сколько площадей зерновых культур можно довести до полной спелости с приемлемым риском 
потерь. Предлагаемая модель применима к  группе полей, отдельным полям или их частям  (с  учетом 
микрорельефа), что актуально для точного земледелия. Предложенный подход оптимизации структуры 
урожая зерновых культур поможет осознанно управлять долей семенного и фуражного зерна с различными  
технологиями заготовки.
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Abstract. The  selection of  effective harvesting technologies and resource-saving methods for  preparing feed 
grain is a critical task for  the development of  the forage base in regions with high rainfall. Mathematical and 
computer modeling, particularly using Markov chains, can inform the technological and technical strategy for grain 
harvesting under probabilistically changing weather conditions. The  study aimed to  develop a  mathematical 
model for managing the grain crop harvesting process based on Markov chain theory. To extend the harvesting 
window for forage grain crops, the following technologies were proposed: grain silage production, stripping of ears 
without threshing, and grain crimping with preservation, all of which are implemented during the milk and wax 
ripeness stages. An  optimization mathematical model and a  corresponding software package were developed 
to determine rational harvesting areas, accounting for the probability of weather conditions and the ripeness stage 
of the crops. The model and software were tested under the conditions of the Northwestern region of the Russian 
Federation, assuming a probability of unfavorable weather of 0.6 and a target seed grain share of 10%. A partial 
solution of the model allocated 56.8% of the grain crop area to grain silage production, 19.7% to ear stripping 
without threshing, 7.1% to grain crimping and preservation, and 4.0% to feed production by drying. The developed 
model estimates the area of grain crops that can attain full ripeness with an acceptable risk of losses. The model 
is applicable to groups of fields, individual fields, or their parts (accounting for their microrelief), making it relevant 
for precision agriculture. The proposed approach to optimizing the structure of grain crop harvest will enable 
informed management of the seed-to-feed grain ratio using various harvesting technologies.
Keywords: grain crop harvesting; grain silage; stripping; crimped grain; seeds; feed; Markov chains; mathematical 
model; technological process optimization; grain ripeness stage
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Введение
Специфика зернового производства в  сельско-

хозяйственных организациях Северо-Западного 
региона Российской Федерации, как в регионе по-
вышенной увлажненности, заключается в его преи-
мущественной ориентации на фураж (до 85…90%). 
Посевные площади зерновых культур заняты глав-
ным образом фуражными культурами – такими, как 
ячмень, тритикале и  овес. В  этой связи проблема 
выбора эффективных технологий уборки [1, 2] и ре-
сурсосберегающих способов подготовки фуражного 
зерна к скармливанию является приоритетным на-
правлением развитии кормовой базы [3, 4].

Сроки уборки урожая зависят от биологической 
фазы созревания растений, динамики агроклимати-
ческих показателей, конструктивных особенностей 
и технологических настроек зерноуборочных комбай-
нов [5, 6]. Период массовой уборки (август-сентябрь) 

сопряжен с  действием лимитирующих факторов: 
высоким фоном увлажнения  (сумма осадков  – 
150…170  мм), повышенной влажностью возду-
ха (70…85%) и пониженными температурами (+10 
… +15°C). На ранние сроки уборки зерновых культур 
приходится 15% уборочных сезонов, до 50% занима-
ют сезоны со средними сроками уборки и до 30% – 
сезоны с поздними сроками уборки [7].

Для  повышения эффективности использования 
технических средств и сохранения питательной цен-
ности зерна уборку целесообразно начинать на ран-
них фазах развития, ориентируясь на фактическую 
степень созревания зерновых [8, 9]. Существенным 
резервом для пролонгации уборочного периода зер-
новых культур и максимизации объема урожая явля-
ется внедрение технологий заготовки зерносенажа, 
уборки колосьев безобмолотным способом, плюще-
ния и консервации зерна [10-12].
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Для формирования технологической и техниче-
ской стратегии в условиях вероятностного характе-
ра изменяющихся погодных условий целесообразно 
применять математическое и  компьютерное моде-
лирование. При разработке модели уборки необхо-
димо принять во внимание три ключевых аспекта: 
биологический, связанный с фазами спелости зер-
на (молочная, восковая, полная); технологический, 
подразумевающий наличие четырех технологий за-
готовки (на зерносенаж, безобмолотная уборка ко-
лосьев очесом, на плющение зерна, на сушку фуража 
и семян); метеорологический, учитывающий осадки 
и температуру воздуха, которые определяют количе-
ство «рабочих (благоприятных) дней».

Для моделирования процесса созревания и при-
нятия решений об уборке целесообразно применить 
Марковскую цепь  [13, 14] поскольку переход зер-
новой культуры из  одной стадии  (фазы спелости) 
в другую носит вероятностный характер и зависит 
от случайных факторов (погода, температура, влаж-
ность). Это модель случайного явления, в которой ве-
роятность перехода в следующее состояние зависит 
только от текущего состояния, а не от предыдущих. 
Моделирование с  помощью Марковских цепей 1, 2 
имеет следующие преимущества: простота реализа-
ции и расчетов благодаря аналитическим формулам 
для вероятностей и ожидаемых значений; возмож-
ность учитывать различные сценарии и параметры 
процессов; встроенная возможность использования 
методов решения задач теории вероятностей – таких, 
как расчет стационарных распределений и  цепей 
с поглощающими состояниями. Применение Мар-
ковских цепей в инженерии сводится к моделирова-
нию, анализу и оптимизации систем, эволюциониру-
ющих во времени случайным образом, где «будущее 
зависит только от  настоящего». Марковские цепи 
являются инструментом для инженеров-исследова-
телей, работающих с ненадежными компонентами, 
случайным трафиком, сложными процессами или 
необходимостью принятия решений в условиях не-
определенности [15].

Марковские цепи могут применяться при моде-
лировании уборочных процессов урожая с учетом 
неоднородности созревания участков, при оценке 
вероятности успешной уборки за определенный пе-
риод, разработке оптимальных стратегий последова-
тельных действий для достижения заданного уровня 
чистоты бункерного вороха.

1 Ларичев О.И. Теория и методы принятия решений. М., 
2000. 294 с.

2 Ногин В.Д., Протодьяконов И.О., Евлампиев И.И. Основы 
теории оптимизации. М.: Высшая школа, 1986. 384 с.

Цель исследований: разработать математичес-
кую модель управления технологическим процессом 
уборки зерновых культур на основе использования 
Марковских цепей.

Материалы и методы
При  формализации модели основной задачей 

уборки зерновых культур становится формирование 
семенного фонда, то есть площади, которая должна 
быть обязательно убрана в  фазе полной спелости. 
Целью проектируемой модели являлось определе-
ние оптимального распределения площадей и оче-
редности уборки для максимальной сохранности 
урожая (валового сбора фуражного зерна) при усло-
вии, что количество «рабочих (благоприятных) дней» 
в каждом временном интервале является случайной 
величиной с известным распределением.

При  моделировании уборки зерновых культур 
принимаются следующие приоритеты:

– уборка семенных участков в узкое «окно» пол-
ной спелости. Если время упущено по из-за дождей, 
происходит потеря семенного фонда (или резкое па-
дение всхожести и классности);

– уборка фуражных культур в фазе восковой спе-
лости – плющение и консервирование как менее за-
тратная технология по сравнению с сушкой фураж-
ного зерна;

– уборка на зерносенаж на самых ранних этапах 
как объемных кормов для молочного стада или, на-
оборот, если кормоуборочная техника простаивает.

Модель может многократно «прогоняться» (по ме-
тоду Монте-Карло). Результатом моделирования яв-
ляется распределение вероятностей: процент фураж-
ного зерна, убранного вовремя; вероятность или риск 
потери семенного фонда; эффективность использова-
ния каждой из технологий при различной вероятно-
сти благоприятных погодных условий; и т.д.

Для оптимизации уборки зерновых культур при-
менили Марковские цепи. При формализации моде-
ли определили состояние (фазу спелости) зерновой 
культуры на  конкретном поле или на  группе по-
лей [16, 17] по шкале от 0 до 5 (рис. 1):

0 – молочная спелость – состояние, когда культуру 
целесообразно убирать на зерносенаж;

1 – поздняя молочная спелость – состояние, ког-
да культуру можно убирать на  зерносенаж и  очес 
колосьев;

2 – молочно-восковая спелость – состояние, когда 
можно убирать на зерносенаж, очес колосьев и плю-
щеное фуражное зерно;

3 – восковая спелость – состояние, подходящее 
для уборки на очес колосьев, плющеное зерно и фу-
ражное зерно для сушки;
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4 – полная восковая спелость – состояние, когда 
возможна уборка на фуражное зерно для сушки;

5 – полная спелость – состояние, приемлемое для 
уборки на семена и продовольственное зерно (если 
таковые посевы имеют место).

Уборка урожая является поглощающим состоянием. 
После принятия решения об уборке культуры в опреде-
ленной фазе (0…5) процесс для этого участка (периода) 
заканчивается. В схеме модели (рис. 1) присутствуют 
шесть поглощающих состояний: 6 – заготовка зерно-
сенажа; 7 – заготовка очесанных колосьев ранней спе-
лости; 8 – уборка зерна на плющение и консервирова-
ние; 9 – уборка фуражного зерна с сушкой и дроблени-
ем; 10 – уборка и послеуборочная доработка семенного 
материала; 11 – потери неубранного урожая.

Вероятности перехода состояний: Р1 – вероятность 
перехода посевов в следующую фазу; Р2…Р12 – веро-
ятность уборки по определенной технологии в опреде-
ленную фазу спелости. Например, вероятность убран-
ной площади на  зерносенаж составит: Р2 = 1  –  Р1. 
Расчет других вероятностей перехода части урожая 
в следующее состояние представлен в таблице.

С вероятностью Р1 общая площадь посева S0 пе-
рейдет в стадию S1, то есть
	 S1 = S0 · P1.� (1)

С вероятностью Р4 часть площади посева S1 бу-
дет убрана очесом колосьев, с вероятностью Р3 часть 
площади посева S1 будет убрана на зерносенаж. Раз-
ница между общей площадью посева S0 и площадью 
S1, с вероятностью P1, перейдет в S2 – состояние 

молочно-восковой спелости. В  состоянии молоч-
но-восковой спелости часть площади S2 с вероятно-
стью P5 может быть убрана на зерносенаж, с вероят-
ностью Р6 – очесом колосьев, с вероятностью Р7 – 
на плющеное консервированное зерно.

В полную восковую спелость перейдет площадь S3:
	 S3 = S1 – S2.� (2)

Площадь, которая не будет убрана по причине не-
благоприятных погодных условий, будет равна S6.

В соответствии с  данными рисунка  1 зерносе-
наж можно убирать в состоянии посева S0, S1 и S2. 
Наибольшее количество сенажа max

1X  достигается 
из условия:
	 max

1 0 0 1 3 2 4.≤ ⋅ + ⋅ + ⋅S P S P S PX  � (3)

Рис. 1. Схема вероятностной модели уборки зерновых культур: 
0…5 – состояние спелости зерновых; 6…10 – технология уборки зерновых; 11 – потери;  

Р1 – вероятность благоприятных погодных условий; Р2…Р12 – вероятность уборки зерновых по определенной 
технологии в определенную фазу спелости; S0…S6 – общая площадь уборки и площади, переходящие 
в соответствующие фазы спелости; Х1…Х6 – площади уборки зерновых по определенной технологии

Fig. 1. Schematic diagram of the probabilistic model of grain crop harvesting: 
0 to 5 – grain ripeness stages; 6 to 10 – grain harvesting technologies; 11 – losses;  

P1 – probability of favorable weather conditions; P2 to P12 – probability of harvesting grain crops using  
a specific technology at a specific ripeness stage; S0 to S6 – total harvesting area and areas transitioning  

to the corresponding ripeness stages; X1 to X6 – grain harvesting areas under specific technologies

Таблица
Вероятность перехода части урожая  

в следующее состояние по погодным условиям
Table

Probability of partial crop transition  
to the next state due to weather conditions

Номер узла состояния 
урожая

Запись вероятности 
перехода

0 P1 + P2 = 1
1 P1 + P3 + P5 = 1
2 P1 + P4 + P6 + P8 = 1
3 P1 + P7 + P9 + P10 = 1
4 P1 + P11 = 1
5 P1 + P12 = 1
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Зерно, убранное очесом колосьев, получают на ста-
диях S1, S2 и S3.

Наибольшее количество зерна очесом можно по-
лучить, если
	 max

2 1 5 2 6 3 7≤ ⋅ + ⋅ + ⋅X S P S P S P .� (4)
Зерно, подвергшееся плющению, получают 

на стадиях S2 и S3. Наибольшее количество такого 
зерна можно достичь при условии:
	 x

3
ma 2 8 3 9.≤ ⋅ + ⋅S P S PX � (5)

Для фуража сушкой на стадиях S3 и S4 получаем:
	 max

4 3 10 4 11.≤ ⋅ + ⋅X S P S P � (6)
Максимум семенного зерна на стадии S5 получим 

при условии:
	 max

5 5 12.≤ ⋅S PX � (7)
Наибольшее количество потерь составит:

	 max
6 5 1.≤ ⋅S PX � (8)

Общая площадь, занятая посевами для заготовки 
кормов и семян, должна совпадать с общей площа-
дью посева зерновых культур:
	 X1 + X2 + X3 + X4 + X5 + X6 = S0� (9)

Чтобы создать поисковую область для каждой пе-
ременной, необходимо определить минимальные зна-
чения. Это может быть обосновано различными фак-
торами, но в общем случае приемлемо установить:

	

max
min .

2
= i

i
XX � (10)

Оптимальное распределение площадей под уборку 
различных видов кормов следует корректировать в за-
висимости от прогноза погодных условий, чтобы мак-
симально эффективно использовать ресурсы и полу-
чить максимальное количество питательных веществ 
в кормах. Целевая функция для достижения этой цели 
может быть сформулирована следующим образом:
	 C1 ∙ X1 +C2 ∙ X2+C3 ∙ X3 +C4 ∙ X4 = max,� (11)
где С1 …С4 – содержание к.ед/га для видов кормов: 
зерносенаж, очес колосьев безобмолотным способом, 
плющеное зерно, высушенное фуражное зерно.

Объем семян должен быть не менее требуемого, 
а потери зерна – минимальными в любых условиях.

Результаты и их обсуждение
Для анализа Марковских цепей применим метод 

декомпозиции, который позволяет представить реше-
ние в виде набора матриц 3,4: матрицы вероятностей 
Q, матрицы переходов R, нулевой матрицы 0, еди-
ничной матрицы E [7]. Такая запись преобразует ис-

3 Свешников А.А. Прикладные методы теории Марковских 
процессов. СПб.: Лань, 2022. 192 с.

ходную матрицу в уравнение Колмогорова-Чепмена. 
Решение этого уравнения предоставляет различные 
характеристики стационарного состояния Марков-
ской цепи. Для вычислений удобно использовать си-
стему MathCAD2000, где все формулы записываются 
в матричной форме 5.

Зерно, убранное по разным технологиям, имеет 
различную питательную ценность, поэтому необхо-
димо выбрать оптимальный объем уборки в разных 
погодных условиях, чтобы получить максимальное 
количество питательных веществ. Для  этого были 
созданы математическая модель и программа, кото-
рые рассчитывают рациональные площади уборки 
с учетом вероятности различных погодных сценари-
ев. Математическая модель разработана в виде зада-
чи математического программирования и реализова-
на в системе Excel (рис. 2).

Для анализа воздействия вероятности благопри-
ятных погодных условий на результаты уборки зер-
новых культур произвели расчеты для различных 
значений вероятностей в диапазоне от 0 до 1 с шагом 
0,1 (рис. 3). Ввиду высокой вероятности неблагопри-
ятных погодных условий в Северо-Западном реги-
оне РФ увеличивается риск уборки и последующей 
обработки зерна полной спелости с  повышенной 
влажностью.

Неблагоприятные погодные условия оказывают 
влияние на вероятности применения различных тех-
нологий уборки при целевой функции максималь-
ного сбора урожая  (ц  к.ед.) и  «жестко» заданного 
объема семян 10%. Так, при заданных значениях 
вероятности неблагоприятных погодных условий 
Р = 0,6  (рис.  3) и объеме семян 10,0% на  зерносе-
наж планируется убрать 56,8% площадей зерновых 
культур, очесом будет убрано 19,7%, на  плющен-
ное зерно придется 7,1%, на  фураж сушкой оста-
нется 4,0% площадей; потери зерна составят 2,4%. 
При Р > 0,6 значительно возрастают потери. Модель 
показывает количество площадей, которое можно 
«довести» до полной спелости (S5) с приемлемым  
риском потерь.

При планировании логистики и ресурсов на убор-
ку урожая представляется возможным принятие 
управленческих решений по  прогнозированию 
распределения площадей по фазам спелости на не-
сколько дней/недель вперед: оптимально распреде-
лить комбайны, транспорт, сушильные мощности 

4 Кельберт М.Я., Сухов Ю.М. Вероятность и статистика 
в примерах и задачах. Т. 2. Марковские цепи как отправная 
точка теории случайных процессов и их приложения. 2021. 
Ч. II. 320 с.

5 Керимов М.А., Валге А.М. Оптимизация и принятие реше-
ний в агроинженерии. М.: КолосС, 2021. 502 с. EDN: GOIVYS.
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и рабочую силу. Решение «убирать» или «подождать» 
перестает быть интуитивным и получает математи-
ческое обоснование, основанное на  ретроспектив-
ных данных и текущих погодных прогнозах (которые 
можно вносить в изменяющуюся матрицу).

Предлагаемую модель можно применять к груп-
пам полей, отдельным полям или даже к  частям 

полей (с учетом микрорельефа), что актуально для 
точного земледелия.

Таким образом, Марковская цепь превращает слож-
ный биологический, климатический и технологиче-
ский процесс в формальную стохастическую модель, 
которая служит основой для эффективного и прибыль-
ного управления уборкой урожая зерновых культур.

Рис. 2. Фрагмент программы определения рациональных площадей уборки зерновых культур
Fig. 2. Fragment of the software package for determining optimal grain harvesting areas

Рис. 3. Вероятность уборки зерновых культур в зависимости от погодных условий
Fig. 3. Probability of harvesting grain crops under adverse weather conditions

Выводы
1. Разработанная математическая модель управ-

ления технологическим процессом на  основе ис-
пользования Марковских цепей позволяет «про-

игрывать сценарии» определения рациональных 
площадей уборки зерновых культур на  семена 
и фураж в зависимости от вероятностей погодных  
условий.
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2. Апробация математической модели управления 
процессом уборки при заданной вероятности небла-
гоприятных погодных условий в Северо-Западном 
регионе Российской Федерации, равной 0,6, и долей 
семенного зерна в объеме 10% показала, что на заго-
товку зерносенажа предусмотрено 56,8% площадей 
зерновых культур, очесом колосьев безобмолотным 

способом можно убрать 19,7%, на плющение и кон-
сервирование зерна придется 7,1%, на производство 
фуража сушкой останется 4,0%.

3. Предложенный подход оптимизации структуры 
урожая зерновых культур помогает осознанно управ-
лять долей семенного и фуражного зерна с различны-
ми технологиями заготовки.
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